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Введение

Актуальность и степень разработанности темы исследования

Понятие симметрий занимает одно из ключевых мест в современной фун­

даментальной физике. Причина этого в том, что применение подходов осно­

ванных на симметрийных соображениях оказалось крайне продуктивным при

построении математических моделей физических явлений. В частности, это

выражается в том, что имеющиеся экспериментальные данные по исследуемо­

му явлению могут накладывать сильные ограничения на соответствующую

математическую теорию. Подобные ограничения выражаются в требовании

инвариантности уравнений теории относительно определенных преобразова­

ний, совокупность которых и называется симметриями теории. Наличие по­

добных симметрий сильно сужает класс возможных математических моделей

явления, что существенно упрощает процедуру поиска последней. Также, по­

скольку множество всех симметрий образуют группу, оказывается возмож­

ным применить теоретико–групповой подход для построения соответствую­

щих лагранжианов. В совокупности, это позволяет формализовать задачу

построения искомой теорий и подойти к ней более конструктивно.

Одним из наиболее ярких примеров успешности применения теоретико–

группового подхода стало создание теории сильных взаимодействий в 1960-х

годах. А именно, поиск симметрий позволил не только осмыслить и систе­

матизировать экспериментальные данные по известным на тот момент ад­

ронам, набор которых имел красноречивое название “зоопарка частиц”, но

и предсказать новые. В итоге была обнаружена так называемая кварковая

структура адронов. В терминах симметрий она кратко и, в то же время, объ­

емлющие выражается тем, что сильные взаимодействия имеют внутреннюю,

так называемую “ароматовую”, 𝑆𝑈(3) симметрию. Другой пример, о котором

также необходимо упомянуть, это создание Стандартной Модели. Она наи­

более полно описывает все известные нам на сегодняшний день фундамен­
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тальные взаимодействия (за исключением гравитации), и на языке теории

групп выражается в том, что сильные и электрослабые взаимодействия име­

ют 𝑆𝑈(3) × 𝑆𝑈(2) × 𝑈(1) симметрию, где под 𝑆𝑈(3) понимается “цветовая”

симметрия. Стоит отметить, что данные симметрии являются калибровочны­

ми, то есть действующими в каждой точке пространства-времени независимо

(при этом предполагается, что параметры преобразований являются глад­

кой функцией координат). Как ещё один пример, важнейшее наблюдение,

что окружающий нас мир однороден и изотропен, привело к понятию Пу­

анкаре–инвариантности, которой должны обладать все физические теории.

Наконец, требования независимости физических наблюдаемых от выбора ко­

ординат можно рассматривать как основу общей теории относительности.

Значимость перечисленных конструкций в современной физике невозможно

переоценить.

В настоящее время применение теоретико–групповой подхода к постро­

ению физически значимых теорий очень хорошо разработано. Среди соответ­

ствующих техник можно выделить две, которые играют фундаментальную

роль в теории представлений. Первая из них — это метод индуцированных

представлений [1, 2]. Его важность заключается в том, что он позволяет есте­

ственным образом перейти от понятия элементов некоторого векторного про­

странства 𝒱 к понятию функция 𝒱–значных функций, которыми и являются

все используемые в физике поля. В большинстве случаев, он эквивалентен

введению полей как сечений над расслоением, но позволяет лучше просле­

дить лежащую в основе этой конструкции групповую структуру. В частности,

на использовании этой техники основан такой фундаментальный результат,

как классификация всех неприводимых представлений группы Пуанкаре по

Вигнеру [3, 4].

Второй важной техникой является конструкция смежных классов [1].

Значимость данной техники состоит в том, что при выполнении ряда условий

она позволяет получить все необходимые величины для построения лагран­
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жианов с произвольной группой симметрий 𝐺. Поскольку часть из этих сим­

метрий может быть реализована нелинейно, это делает её незаменимой при

построении эффективных низкоэнергетических действий, возникающих при

спонтанном нарушении симметрий. Так, несмотря на невозможность проведе­

ния прямых вычислений в теории в силу сильносвязности последней, а так­

же незнания явного механизма спонтанного нарушений симметрии, данная

техника позволила описать физику пионов как связного состояния кварков.

Стоит отметить, что в физической литературе формализм для построения

эффективных теорий, возникающих при спонтанном нарушении внутренних

симметрий, был впервые приведён в работах [5, 6]. В частности, в них бы­

ло показано, что все возможные нелинейные реализации группы эквивалент­

ны представлению, получаемому при использовании предлагаемого авторами

подхода. Данная техника получила название CCWZ–конструкции (по первым

буквам фамилии авторов), и, по сути, представляет конструкцию смежных

классов для данного случая.

Обсуждаемая техника оказалась также незаменимой и с феноменоло­

гической точки зрения, поскольку позволяет установить соотношения между

амплитудами различных процессов в случае наличия спонтанного нарушения

симметрий в теории. Наличие подобных соотношений отображает тот факт,

что “нарушенные” симметрии по–прежнему являются симметриями теории,

только нелинейно реализованными. Данный факт позволяет предлагать и

проверять возможные варианты ультрафиолетового пополнения теорий, что

важно при попытках унификации известных взаимодействий, а также экс­

периментальной проверке существующих теорий. В частности, предположе­

ние о том, что электрослабые взаимодействия описываются калибровочной

𝑆𝑈(2) × 𝑈(1) симметрией, которая спонтанно нарушается до 𝑈(1)𝑉 ненуле­

вым вакуумным средним поля Хиггса,

𝑆𝑈(2) × 𝑈(1) → 𝑈(1)𝑉 , (1)
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фиксирует вид взаимодействие поля Хиггса с остальными частицами. В на­

стоящее время проверка подобных соотношений является одной из важней­

ших задач действующих экспериментов. Возможное отклонение от предска­

занных Стандартной Моделью величин позволило бы продвинуться дальше

в попытках расширения последней. А именно, обнаружение подобных откло­

нений позволило бы предположить как могут быть решены такие проблемы

современной фундаментальной физики как проблемы тёмной материи и энер­

гии и проблема иерархии масс.

Однако, несмотря на достаточно глубокую изученность обозначенных

выше техник, можно выделить две физически интересные задачи, которые

пока не были окончательно решены в их рамках.

Первая из них связана с построением эффективных лагранжианов в

случае спонтанного нарушения пространственно–временных симметрий [7].

Прямое изучение подобных систем показало, что они ведут себя качествен­

но иным образом по сравнению с хорошо изученным случаем спонтанного

нарушения внутренних симметрий в двух аспектах. Во–первых, стандартное

правило, гласящее, что каждому нарушенному генератору симметрий необ­

ходимо сопоставить намбу–голдстоуновских моду, оказывается неверным, по­

скольку их полный набор может оказаться избыточным [8, 9]. Последнее пони­

мается в том смысле, что различные конфигурации намбу–голдстоуновских

полей могут описывать одно и то же возмущение параметра порядка. Напри­

мер, флуктуации скалярной доменной стенки возможно описывать как с по­

мощью намбу–голдстоуновского поля для нарушенной трансляционной инва­

риантности, так и в терминах намбу–голдстоуновских полей для нарушенных

генераторов группы Лоренца [8]. В силу устоявшейся терминологии, в даль­

нейшем под намбу–голдстоуновскими модами будут пониматься все возмуще­

ния вакуума, получаемые при действии на него нарушенными генераторами

(таким образом, избыточные поля также считаются намбу-голдстоновскими

полями). Дальнейшее изучение данного вопроса показало, что возможная из­
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быточность набора намбу–голдстоуновских полей тесно связана с представ­

лением пространственно–временной группы, к которому принадлежит пара­

метр порядка [10–12]. Чтобы исключить лишние поля и получить теории с

правильным количеством степеней свободы, был предложен механизм, из­

вестный как обратный эффект Хиггса [8, 9]. Его суть заключается в том, что

на часть намбу–голдстоуновских мод налагается согласованная с симметрия­

ми связь. Это позволяет уменьшить количество степеней свободы в теории, и

нелинейно реализовать группу симметрий с помощью меньшего количества

полей. Но, не смотря на то, что данный механизм понятен с математической

точки зрения, его физический смысл остаётся предметом дискуссий [11–14].

Также не установлен однозначный математический критерий, когда подобные

условия необходимо накладывать, а когда нет. Это вносит неопределенность

в конструкцию, которой оказывается возможно преодолеть только при при­

влечении физических соображений. Однако, с математической точки зрения

подобные неопределенности неестественны, поскольку схема спонтанного на­

рушения симметрий должна однозначно фиксировать требуемое количество

намбу–голдстоуновских полей. Таким образом, данный аспект спонтанного

нарушения пространственно–временных симметрий не получил исчерпываю­

щего объяснения в рамках принятого на сегодняшний день похода.

Второй особенностью спонтанного нарушения пространственно–времен­

ных симметрий является то, что часть намбу–голдстоуновских полей мо­

жет оказаться массивными [12, 15–17]. В этой связи стоить заметить что,

a priori, намбу–голдстоуновсских поля не обязаны быть безмассовыми, и тео­

рема Намбу–

Голдстоуна доказывает этот факт для спонтанного нарушения внутренних

симметрий. Данная особенность спонтанного нарушения пространственно–вре­

менных симметрий была также замечена с перспективы разрабатывания уль­

трафиолетового пополнения эффективных теорий [10]. А именно, была рас­

смотрена теория, возникающая в результате следующей схемы спонтанного
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нарушения симметрий:

𝐼𝑆𝑂(1, 3) × 𝑆𝑂(3) × 𝑈(1) → (𝑃𝑡 + 𝜇𝑄) × 𝑆𝑂(3)𝑑𝑖𝑎𝑔 , (2)

где 𝐼𝑆𝑂(1, 3) – группа Пуанкаре, 𝑃𝑡 – подгруппа временных трансляций, 𝑄 –

генератор 𝑈(1), 𝜇 является некоторым параметром, и 𝑆𝑂(3) является внут­

ренней группой симметрий. Оказалось, что для её ультрафиолетового попол­

нения необходимо ввести массивные поля, которые не являются радиальными

модами. Данные наблюдения согласуются с результатами применения кон­

струкции смежных классов к схеме (2), поскольку часть возникающих при

этом мод действительно оказываются массивными. Более того, массивными

оказываются именно те моды, от которых можно избавиться путём примене­

ния обратного эффекта Хиггса. Также известны примеры теорий, которые

описываются одинаковой схемой спонтанного нарушения симметрий, но име­

ют разный параметр порядка. Последнее приводит к тому, что в некоторых

из них массивные намбу–голдстоуновские моды не возникают ни при каких

энергиях, в то время как другие требуют их введения [10, 12]. Таким образом,

обсуждаемая особенность теорий со спонтанно нарушенными симметриями,

как и предыдущая, оказывается тесно связанной с пространственно–времен­

ным представлением параметра порядка. Это наблюдение показывает, что обе

особенности подобных теорий могут быть тесно связаны между собой. Уста­

новление подобной связи позволило бы однозначно ответить на вопрос о фи­

зическом смысле обратного эффекта Хиггса и о том, когда часть намбу–гол­

дстоуновских мод массивна. Однако, подобное исследование пока не было

проведено.

Второй физически интересный вопрос, который также пока не был ре­

шён в рамках конструкции смежных классов, связан с построением конформно–инва­

риантных лагранжианов. Подобные теории представляют физический инте­

рес в контексте так называемой AdS/CFT дуальности [18, 19], а также инфля­

ционной теории и связанных проблем [20, 21]. Задача классификации пред­
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ставлений конформной группы и соответствующих им уравнений движения

была давно решена в рамках метода индуцированных представлений [22]. Од­

нако, вопрос о том, как необходимо применять конструкцию смежных клас­

сов к построению конформно–инвариантных лагранжианов, остаётся откры­

тым. Решение данного вопроса позволило бы подойти более систематически

к построению подобных теорий, а также прояснило бы роль намбу–голдсто­

уновских полей для специальных конформных преобразований возникающих

как в ненарушенной, так и спонтанно нарушенной фазах. Главная причина

почему подобная техника пока не была разработана заключается в том, что

для применимости конструкции смежных классов оказывается необходимым

выбрать смежный класс в виде

𝑔𝐻 = 𝑒𝑖𝑃𝜇𝑥
𝜇

𝑒𝑖𝐾𝜈𝑦
𝜈

, (3)

где 𝑃𝜇 и 𝐾𝜈 являются генераторами трансляций и специальных конформных

преобразований соответственно. В соответствии со стандартной техникой 𝑥𝜇

следует рассматривать как координаты, в то время как роль 𝑦𝜈 остаётся неяс­

ной. Действительно, с одной стороны, рассматривать их как поля неестествен­

но, поскольку известные конформные теории поля не обязательно включают

в себя подобное векторное поле. С другой стороны, если рассматривать их

как координаты, то конформные теории поля оказываются определенными

на пространстве удвоенной размерности, и, таким образом, не соответству­

ют физическим теориям. В нескольких работах была предпринята попытка

решения этой проблемы [23–25]. Однако, ни одну из них нельзя признать

полностью успешной, поскольку они либо использовали методы, выходящие

за пределы конструкции смежных классов, либо налагали ad hoc требова­

ния. Более того, в рамках предложенных подходов не были воспроизведены

лагранжианы наиболее известных конформных теорий поля. Совокупность

дынных фактов показывает, что задача построения конформно инвариант­

ных теорий при помощи конструкции смежных классов пока не решена.
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Несмотря на перечисленные выше проблемы, конструкция смежных клас­

сов, тем не менее, применяется для построения эффективных лагранжианов

в случае спонтанного нарушения конформной инвариантности [9, 26, 27]. В

этом случае смежный класс (3), помимо 𝐾𝜈, содержит другие нарушенные

генераторы, а все параметры, за исключением 𝑥𝜇, рассматриваются как поля.

Для этого случая известно, что 𝑦𝜈 не описывают независимые флуктуации

параметра порядка [8, 9]. Поэтому, чтобы исключить 𝑦𝜈 из состава динами­

ческих полей, применяется обратный эффект Хиггса, который позволяет вы­

разить 𝑦𝜈 через поле дилатона. Однако, поскольку не установлена роль 𝑦𝜈

в ненарушенной фазе, то корректность такой процедуры и её физический

смысл остаются открытыми вопросами.

Цели и задачи работы

Целью настоящей работы является изучение и расширение границ при­

менимости конструкции смежных классов при построении лагранжианов с

заданными пространственно–временным симметриям, в том числе спонтанно

нарушенным. Более точно, работа ставит перед собой следующие две задачи.

Первая задача заключается в разрабатывании техники построения эф­

фективных лагранжианов при спонтанном нарушении пространственно–вре­

менных симметрий в рамках конструкции смежных классов, которая бы­

ла бы лишена недостатков стандартного формализма. А именно, она долж­

на, во–первых, вводить все физические поля (и только их) исходя из схе­

мы спонтанного нарушения симметрий и представления параметра порядка,

и, во–вторых, воспроизводить члены в эффективном лагранжиане, соответ­

ствующие массивным намбу–голдстоуновским полям. В частности, это под­

разумевает более глубокое изучение обратного эффекта Хиггса как с мате­

матической, так и физической точек зрений. Конечная цель данной задачи

— это обобщение известных наблюдений в данной области и установление

аналога теоремы Намбу–Голдстоуна для спонтанного нарушения простран­

ственно–временных симметрий, которая бы однозначно устанавливала коли­
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чество и свойства намбу–голдстоуновских полей.

Вторая задача работы состоит в установление формализма построения

конформно–инвариантных теорий в рамках конструкции смежных классов,

в том числе в спонтанно–нарушенной фазе. Это позволит установить роль

намбу–голдстоуновских полей для специальных конформных преобразова­

ний как в ненарушенной, так и в спонтанно нарушенной фазах. Данная цель

включает в себя также изучение обратного эффекта Хиггса, его интерпрета­

ции и границ применимости в этом случае.

Методология и методы исследования

В основе стандартной техники смежных классов, используемой при по­

строения эффективных теорий, лежит метод индуцированных представле­

ний. Теоретическое обобщение данной связи с учётом всех нюансов позволит

достичь целей настоящей работы.

Положения, выносимые на защиту

1. Установлен аналог теоремы Намбу–Голдстоуна для спонтанного нару­

шения пространственно–временных симметрий. Показано, что всем ге­

нераторам, не аннигилирующим вакуум в начале координат, и только

им, соответствуют независимые степени свободы.

2. Исследована физическая интерпретация обратного эффекта Хиггса в

случае, когда часть намбу–голдстоуновских мод является избыточны­

ми. Показано, что он соответствует переопределению степеней свободы

в теории таким образом, что поля материи не преобразуются под дей­

ствием всех спонтанно нарушенных симметрий.

3. Разработан метод построения конформно–инвариантных теорий при по­

мощи конструкции смежных классов. Показано, что “намбу–голдсто­

уновское” поле для специальных конформных преобразований играет

роль координат вокруг одного из полюсов сферы. Правило вхождения
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данного поля в конструируемые при помощи разработанной техники

лагранжианы гарантирует, что вириальный ток подобных теорий явля­

ется полной производной.

4. Установлен математически строгий способ построения конформно–инва­

риантных теорий со спонтанно нарушенной конформной инвариантно­

стью. Показано, что стандартный подход к построению подобных тео­

рий не является математически строгим, но, тем не менее, позволя­

ет воспроизвести всевозможные эффективные лагранжианы, возника­

ющие при спонтанном нарушении конформной группы.

5. Предложено расширение техники обратного эффекта Хиггса на случай,

когда оказывается возможным наложить различные 𝐺–инвариантные

условия связи.

Научная новизна работы

Все положения, выносимые на защиту, а также предложенные в работе

конструкции являются новыми. В частности:

1. Установлен аналог теоремы Намбу–Голдстоуна для спонтанного нару­

шения пространственно–временных симметрий (в предположении, что

намбу-голдтоуновские поля не образуют канонически сопряженных пар

координата–импульс). Также, дано новое правило подсчёта количества

массивных намбу–голдстоуновских мод.

2. Предложено расширение метода индуцированных представлений на слу­

чай, когда атлас, на котором определена теория, должен содержать бо­

лее одной карты. Частным случаем данной техники является установ­

ленное правило применения конструкции смежных классов для постро­

ения конформно инвариантных теорий.

Теоретическая и практическая значимость работы



14

В главе 3 установлено легко применяемое на практике правило под­

счёта независимых намбу–голдстоуновских мод. Показано, что некоторые

намбу–голдстоуновские поля могут быть массивными. Данный механизм об­

разования массы может рассматриваться как альтернатива механизму Хиггса.

Изложенная в главе 2 конструкция построения конформно инвариант­

ных теорий предоставляет систематический способ построения подобных тео­

рий. В частности, изложенная конструкция является более простой, чем стан­

дартный подход.

В целом, предложенные в работе методы развивают симметрийный под­

ход к построению действий физически интересных теорий.

Основные публикации по теме диссертации

По материалам диссертации опубликовано 5 работ [28–32], из них 3 в

рецензируемых международных изданиях, рекомендуемых ВАК.

Апробация работы

Результаты работы были доложены на следующих российских и между­

народных семинарах и конференциях:

1. Международная конференция “20th International Seminar on High Energy

Physics” (QUARKS-2018), Валдай, Россия, 27 мая - 2 июня 2018.

2. Международная конференция “Supersymmetries and quantum Symmetries”

(SQS’2017), Дубна, Россия, 31 июля — 5 августа.

3. 60-ая Всероссийская научная конференция МФТИ, Долгопрудный, Рос­

сия, 20-25 ноября 2017.

4. 59-ая Всероссийская научная конференция МФТИ, Долгопрудный, Рос­

сия, 21-26 ноября 2016.

5. 8-ая межинститутская молодежная конференция “Физика элементар­

ных частиц и космология”, 11-12 апреля 2019.
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Также, доклады по темам диссертации были проведены на научных се­

минарах ИЯИ РАН (Москва), ФИАН (Москва) и ОИЯИ (Дубна).

Степень достоверности результатов

Достоверность и обоснованность результатов работы подтверждается

тем, что полученные результаты обобщают известные наблюдения в области

настоящего исследования. Также публикации по теме работы были приняты

в рецензируемые научные журналы.

Личный вклад

Все результаты, изложенные в работе и выносимые на защиту, получены

лично автором или при его непосредственном участии.

Структура и объём диссертации

Диссертация состоит из введения, трёх глав, и заключения. В первой

главе обсуждается конструкция смежных классов. Во второй главе решается

вопрос о применение конструкции смежных классов к построению конформ­

но инвариантных теорий. В третьей главе устанавливается аналог теоремы

Намбу–Голдстоуна для случая спонтанного нарушения пространственно–вре­

менных симметрий. Объём работы составляет 141 страницу и не содержит

рисунков или таблиц. Список литературы насчитывает 81 наименование.
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Глава 1

Конструкция смежных классов

1.1. Индуцированные представления

Техника индуцированных представлений играет одну из ключевых ро­

лей при построении представлений некоторой группы 𝐺. В частности, на ней

основан такой фундаментальный результат, как классификация всех непри­

водимых представлений группы Пуанкаре по Вигнеру [3]. Опишем вкратце

соответствующую процедуру, чтобы продемонстрировать суть метода. По­

строение начинается с рассмотрения подгруппы Лоренца группы Пуанкаре

и фиксации некоторого её представления на векторном пространстве 𝒱 . За­

тем выбранное представление “индуцируется” до представления полной груп­

пы, то есть, до представлений группы Пуанкаре. Примечательно, что на

данном шаге вектора из пространства представления 𝒱 становятся полями,

определёнными над пространством Минковского. Получающиеся подобным

образом поля и являются объектами, из которых затем строятся лагранжи­

аны различных теорий. Заметим, что пространство Минковского изоморфно

фактор–пространству группы Пуанкаре по подгруппе Лоренца. Таким обра­

зом, представления группы Пуанкаре получаются “расширением” представле­

ний подгруппы стабильности некоторой точки пространства Минковского до

представления полной группы. Подобная связь представлений и обусловли­

вает название конструкции — метод индуцированных представлений. В силу

важности понимания данной техники для настоящей работы ниже приведён

обзор метода индуцированных представлений, основанный на работах [1, 2].

Если не оговорено обратное, то до конца настоящего раздела предполагает­

ся, что рассматриваемая группа не является калибровочной и не содержит

дискретных элементов.
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1.1.1. Теоретико–групповая конструкция

В общем случае, метод индуцированных представлений применяется для

построения представлений группы 𝐺 по представлению её подгруппы 𝐻. Го­

ворят, что получаемое таким образом представление группы 𝐺 индуцировано

представлением её подгруппы 𝐻. Элементами такого представления являют­

ся поля, определенные на многообразии 𝒜 ≡ 𝐺/𝐻.

Рассмотрим технику индуцированных представлений более подробно.

Поскольку действие𝐺 на 𝒜 транзитивно, и𝐻 является группой стабильности

некоторой точки 0⃗ ∈ 𝒜, то имеет место взаимно однозначное соответствие

𝒜 ↔ 𝐺/𝐻 . (1.1)

Обозначим произвольный базис генераторов 𝐻 как 𝑉𝑖, и пусть 𝑃𝜇 дополняют

𝑉𝑖 до полного базиса генераторов 𝐺. Тогда уравнение (1.1) можно рассмат­

ривать как изоморфизм между 𝒜 и орбитой 0⃗ под действием элементов 𝑔𝐻

фактор–пространства 𝐺/𝐻,

𝑔𝐻 = 𝑒𝑖𝑃𝜇𝑥
𝜇

. (1.2)

В рамках подобного изоморфизма произвольный элемент из 𝐺/𝐻 отождеств­

ляется с точкой из 𝒜, получаемой действием выбранного элемента на 0⃗. По­

скольку каждый из элементов 𝑔𝐻 однозначно характеризуется значением па­

раметра 𝑥𝜇, то 𝑥𝜇 можно рассматривать как естественные координаты на 𝒜,

а 𝑃𝜇, соответственно, естественно называть генераторами трансляций.

Определим далее действие 𝐺 на 𝒜. Пусть некоторая точка 𝒜 соответ­

ствует элементу 𝑔𝐻(𝑥𝜇). Тогда под действием элемента 𝑔 ∈ 𝐺 она переходит

в точку, соответствующую перемноженным слева 𝑔 и 𝑔𝐻(𝑥𝜇).1 Иначе говоря,

пусть при умножении 𝑔 на 𝑔𝐻 получается выражение вида

𝑔 · 𝑔𝐻 = 𝑔′𝐻(𝑔, 𝑔𝐻) · ℎ(𝑔, 𝑔𝐻) , (1.3)
1 Вместо левого умножения можно также, конечно, рассмотреть и правое. Это приведёт к неболь­

шому изменению законов преобразования полей и координат под действием группы.
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где 𝑔′𝐻 ∈ 𝐺/𝐻 и ℎ(𝑔, 𝑔𝐻) ∈ 𝐻. Данное выражение можно рассматривать

как закон преобразования 𝑔𝐻 под действием 𝐺, и, следовательно, как закон

преобразования координат

𝑔𝐻 → 𝑔 · 𝑔𝐻 · ℎ−1(𝑔, 𝑔𝐻) : 𝑥𝜇 → 𝑥′𝜇(𝑔, 𝑥𝜇) . (1.4)

Приведённое уравнение и задаёт закон преобразования 𝒜 под действием 𝐺.

Чтобы пояснить приведённую конструкцию, рассмотрим в качестве при­

мера упомянутое ранее построение представлений группы Пуанкаре. В этом

случае представление группы Пуанкаре 𝐼𝑆𝑂(1, 𝑑) индуцируется с представ­

ления группы Лоренца 𝑆𝑂(1, 𝑑), а пространство 𝒜 является пространством

Минковского,

𝑀 1,𝑑 = 𝐼𝑆𝑂(1, 𝑑)/𝑆𝑂(1, 𝑑) . (1.5)

Таким образом, пространство Минковского изоморфно фактор–пространству

𝑔𝐻 = 𝑒𝑖𝑃𝜇𝑥
𝜇

, (1.6)

где 𝑃𝜇 — генераторы трансляций группы Пуанкаре. Как легко проверить,

действие группы Пуанкаре на фактор пространство (1.6) по закону (1.4) дей­

ствительно соответствует стандартным законам преобразования координат.

Вернёмся обратно к общему алгоритму построения индуцированных пред­

ставлений. Пусть имеется некоторое представление 𝐻, то есть задано вектор­

ное пространство 𝒱 и однородное действие группы 𝐻 на 𝒱 ,

𝑇 (ℎ) : 𝒱 → 𝒱 : ∀𝜓 ∈ 𝒱 → 𝑇 (ℎ)𝜓 , (1.7)

где ℎ ∈ 𝐻. Для построения представления 𝐺 вектора пространства 𝒱 заме­

няются полями с областью определения 𝒜 и областью значений 𝒱 ,

𝜓 → 𝜓(𝑥) , (1.8)

где было использовано, что любой представитель 𝐺/𝐻 уникально характери­

зуется значением 𝑥𝜇. Действие 𝐺 на подобных полях определяется согласно
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выражению

𝑇 (𝑔)𝜓(𝑥) = 𝑇
(︀
ℎ−1(𝑔−1, 𝑔𝐻)

)︀
𝜓(𝑥′(𝑔−1, 𝑥)) , (1.9)

где ℎ определяется из уравнения (1.3) для 𝑔𝐻 взятого в точке 𝑥𝜇. Прямым

вычислением можно убедиться, что определённое таким образом действие

𝐺 действительно является нелинейным представлением 𝐺 в пространстве

𝒱–значных функций над 𝒜. Полученное представление 𝐺, действующее на

координаты 𝑥𝜇 и поля 𝜓(𝑥) согласно уравнениям (1.4) и (1.9) соответственно,

называется индуцированным представлением.

В качестве поясняющего примера вернёмся к пространству Минковско­

го и группе Пуанкаре. В соответствии с изложенной выше техникой, что­

бы построить поля, формирующие представление группы Пуанкаре, сначала

рассматриваются представления группы Лоренца. Как известно, конечномер­

ные представления группы Лоренца однозначно характеризуются значением

спина. Далее, элементы данного пространства делаются полями с областью

определения ℳ1,𝑑, на которые группа Пуанкаре действует в соответствии с

формулой (1.9). Как можно легко убедиться, данная процедура приводит к

стандартным выражениям для закона преобразования полей.

Описанная конструкция показывает, что поля вводятся посредством двух­

шаговой конструкции. А именно, сначала рассматриваются элементы вектор­

ного пространства 𝒱 , и лишь затем, после привлечения техники индуциро­

ванных представлений, происходит переход к 𝒱–значным функциям над 𝒜.

В частности, заметим, что законы преобразования полей (1.9) в начале ко­

ординат сводятся к действию 𝐻 на 𝒱 , уравнение (1.7). Данное наблюдение

позволяет предложить следующую простую интерпретацию метода индуциро­

ванных представлений: он позволяет “разнести” представление 𝐻 из начала

координат во все точки 𝒜 так, что в результате получается представление

𝐺. Подобное истолкование метода индуцированных представлений окажется

полезным для понимания результатов главы 3 настоящей работы.



20

В заключении этого раздела заметим, что метод индуцированных пред­

ставлений позволяет построить представления групп, но не их алгебр. Это

связано с тем, что группа 𝐺 должна действовать транзитивно на всём про­

странстве, и, соответственно, изоморфизм (1.1) должен вводить координаты

на всём пространстве 𝒜. Таким образом, приведённая конструкция определе­

на глобально, а не локально.

1.1.2. Связь с формализмом сечений над расслоением

Наиболее часто поля в физике вводятся как сечения над расслоением.

Подобное построение оказывается тесно связано с конструкцией индуцирован­

ных представлений и проясняет геометрическую интерпретацию последней.

Настоящий раздел посвящен иллюстрации данной связи.

Напомним сначала необходимые определения из дифференциальной гео­

метрии. Расслоением называется тройка (ℰ , 𝜋,ℳ), где ℰ и ℳ — многообра­

зия, 𝜋 — сюръективное отображение из ℰ на ℳ такое, что прообраз любой

точки 𝑝 ∈ ℳ является линейным векторным пространством. Последнее тре­

бование означает, что элементы из ℰ можно складывать, если они “опреде­

лены над” одной и той же точкой из ℳ, то есть их образы совпадают. По

этой причине говорят, что приведённая конструкция линейна “по вертикали”,

но нелинейна “по горизонтали”. Сечением над расслоением называется отоб­

ражение 𝜓 из ℳ в ℰ такое, что для любого 𝑝 ∈ ℳ, 𝜓(𝑝) ∈ 𝜋−1(𝑝). Иначе

говоря, в каждом “вертикальном” слое выбирается один представитель соот­

ветствующего векторного пространства.

Наиболее часто в физике встречается понятие касательного расслоения,

играющего важную роль, например, в общей теории относительности. В этом

случае вектора можно складывать и сравнивать, только если они находятся

в одной и той же точке многообразия, то есть принадлежат одному “верти­

кальному” слою. Если это условие не выполнено, то для сравнения полей их

необходимо сначала перенести в одну точку посредством “горизонтального”
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параллельного переноса.

Пусть далее на ℳ и ℰ действует некоторая группа 𝐺, причём для про­

извольного 𝑝 ∈ 𝑀 и 𝑔 ∈ 𝐺, 𝐺 отображает линейным образом слой 𝜋−1(𝑝)

на 𝜋−1(𝑔𝑝). Имея такое действие, можно определить однородное действие 𝜌

группы 𝐺 на множестве сечений следующим образом,

𝜌(𝑔)𝜓(𝑝) = 𝑔𝜓(𝑔−1𝑝) , (1.10)

где 𝜓 — произвольное сечение. В частности, если разложить 𝜓 по базисным

векторам 𝜓𝑖𝑝,

𝜓 = 𝜓𝑖𝜓
𝑖
𝑝 , (1.11)

то уравнение (1.10) задаёт линейное представление для функций 𝜓𝑖. Подоб­

ные величины, то есть поля с индексами, и являются объектами, обычно

встречающимися в физической литературе.

Чтобы перейти к конструкции индуцированных представлений, необхо­

димо дополнительно потребовать выполнение двух условий. Во–первых, 𝐺

должно действовать транзитивно на ℳ. В этом случае ℳ изоморфно фак­

тор–пространству 𝐺/𝐻, где 𝐻 — группа стабильности произвольной точки

0⃗ ∈ ℳ. Во–вторых, действие 𝐺 на ℳ должно быть согласовано с действием

𝐺 на фактор–пространство 𝐺/𝐻, то есть даваться формулой (1.4). Сечения,

обладающие двумя описанными свойствами, называются однородными сече­

ниями.

Чтобы однозначно задать однородное сечение, необходимо зафиксиро­

вать действие 𝐺 на ℰ . Без приведения доказательства заметим, что имеется

взаимно однозначное соответствие между однородными сечениями и действи­

ем 𝐻 на векторном пространстве 𝜋−1(0). Таким образом, все представления

группы 𝐺 можно получить из представлений 𝐻, и данная процедура соответ­

ствует индуцированию представления 𝐻 до представления целой группы 𝐺,

описанному в предыдущем разделе.
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1.2. Конструкция смежных классов

Метод индуцированных представлений позволяет построить из однород­

ного представления подгруппы 𝐻 ⊂ 𝐺 неоднородное представление группы

𝐺. Однако, поскольку группа 𝐺 реализована неоднородно, то на практике

возникает вопрос о том, как получить однородно преобразующиеся величи­

ны для построения 𝐺–инвариантных лагранжианов. Конструкция смежных

классов позволяет решить данную задачу, и ниже приведён обзор соответ­

ствующей техники, основанный на работах [7, 33, 34].

Пусть известно, что подгруппа 𝐻 ⊂ 𝐺 реализована однородно. Потребу­

ем, более того, чтобы фактор–пространство 𝐺/𝐻 было однородо–редуктив­

ным, то есть выполнялись коммутационные соотношения

[𝑉𝑖, 𝑉𝑗] ⊂ 𝐻 , [𝑃𝜇, 𝐻𝑖] ⊂ 𝑃 , (1.12)

где, напомним, 𝑉𝑖 являются базисными генераторами в алгебре𝐻, а 𝑃𝜇 допол­

няют их до полного набора базисных генераторов алгебры 𝐺. Конструкция

смежных классов основана на использовании так называемых дифференци­

альных форм Маурер–Картана. Чтобы их получить, необходимо взять лога­

рифмическую производную от произвольного элемента фактор–пространства

𝐺/𝐻 (которая принадлежит алгебре 𝐺), и разложить её по базисным векто­

рам алгебры 𝐺,

𝑔−1
𝐻 𝑑𝑔𝐻 = 𝑖𝑃𝜇𝜔

𝜇
𝑃 + 𝑖𝑉𝑖𝜔

𝑖
𝑉 . (1.13)

1–формы 𝜔𝜇𝑃 и 𝜔𝑖𝑉 и называются дифференциальными формами Маурер–Кар­

тана для генераторов 𝑃𝜇 и 𝑉𝑖 соответственно.

Ключевым наблюдением является закон преобразования определенных

таким образом форм под действием 𝐺. Чтобы его найти, подействуем произ­

вольным элементом 𝑔 ∈ 𝐺 на 𝑔𝐻 и сравним соответствующие формы Мау­

рер–Картана. Тогда, с одной стороны,

𝑔′−1
𝐻 𝑑𝑔′𝐻 = 𝑖𝑃𝜇𝜔

′𝜇
𝑃 + 𝑖𝑉𝑖𝜔

′𝑖
𝑉 . (1.14)
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С другой стороны, выражая 𝑔′𝐻 через 𝑔 и ℎ, имеем

𝑔′−1
𝐻 𝑑𝑔′𝐻 = ℎ𝑔−1

𝐻 𝑔−1𝑑(𝑔𝑔𝐻ℎ
−1) = 𝑖(ℎ𝑃𝜇ℎ

−1)𝜔𝜇𝑃 + 𝑖(ℎ𝑉𝑖ℎ
−1)𝜔𝑖𝜇 + ℎ𝑑ℎ−1 , (1.15)

где было использовано, что 𝑔 не зависит от координат. Сравнивая два вы­

писанных выражения, а также учитывая однородную редуктивность фак­

тор–пространства 𝐺/𝐻, получаем

𝑃𝜇𝜔
′𝜇
𝑃 = ℎ𝑃𝜇ℎ

−1𝜔𝜇𝑃 , 𝑉𝑖𝜔
′𝑖
𝑉 = ℎ𝑉𝑖ℎ

−1𝜔𝑖𝑉 + ℎ𝑑ℎ−1 . (1.16)

Как видно из приведённых выражений, 1–форма 𝜔𝜇𝑃 преобразуется однородно

под действием произвольного элемента группы (но, возможно, координатно–

зависимым образом), в то время как 𝜔𝑖𝑉 получает дополнительный неоднород­

ный вклад. Как следствие, 𝜔𝜇𝑃 можно использовать для построения инвари­

антных лагранжианов. В частности, в 𝑛–мерном пространстве инвариантный

элемент объёма имеет вид

𝑉𝑖𝑛𝑣 = 𝜖𝜇1...𝜇𝑛
𝜔𝜇1

𝑃 ∧ ... ∧ 𝜔𝜇𝑛

𝑃 , (1.17)

где 𝜖𝜇1...𝜇𝑛
— антисимметричный тензор Леви–Чевита.

В соответствии с методом индуцированных представлений поля должны

вводиться как представления подгруппы 𝐻. В рамках конструкции смежных

классов подобные поля называются полями материи. Подобная терминология

позволяет отличить их от намбу–голдстоуновских полей, о которых пойдёт

речь в следующем разделе. А именно, пусть 𝜓 принадлежит некоторому од­

нородному представлению 𝐻. Рассмотрим 1–форму

𝐷𝜓 = 𝑑𝜓 + 𝑖𝜔𝑖𝑉 𝑉𝑖𝜓 , (1.18)

где 𝑉𝑖 — представление 𝑉𝑖, соответствующее 𝜓. Явным вычислением можно

убедиться, что определенная таким образом 1–форма преобразуется однород­

но под действием произвольного элемента 𝑔 ∈ 𝐺 и, таким образом, может
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быть использована для построения 𝐺–инвариантных лагранжианов. 1–фор­

му 𝜔𝑖𝑉 часто также называют формой связности. Например, канонический

кинетический член для произвольного поля 𝜓 может быть записан в виде

ℒ𝑒𝑥𝑘𝑖𝑛 = 𝐷𝜓 ∧ ⋆𝐷𝜓 , (1.19)

где ⋆— оператор дуальности Хопфа. Таким образом,𝐺–инвариантные лагран­

жианы могут быть получены как 𝐻–инвариантные внешние произведения 𝜓,

𝐷𝜓 и 𝜔𝜇𝑃 .

На практике, как правило, 𝐺–инвариантные лагранжианы оказывает­

ся удобнее строить не в терминах 1–форм Маурер–Картана, а определяе­

мых через них ковариантную метрику и ковариантные производные полей.

А именно, имея дифференциальные формы Маурер–Картана, можно опреде­

лить (многомерную) тетраду 𝑒𝜈𝜇 и ковариантную метрику 𝑔𝜇𝜈 как

𝜔𝜈𝑃 = 𝑒𝜈𝜇𝑑𝑥
𝜇 , 𝑔𝜇𝜈 = 𝑒𝜆𝜇𝜂𝜆𝜌𝑒

𝜌
𝜈 , (1.20)

где 𝜂𝜆𝜌 — плоская метрика. Также, можно определить ковариантную произ­

водную поля материи 𝜓, 𝐷𝜇𝜓, в виде

𝐷𝜓 = 𝒟𝜇𝜓𝜔
𝜇
𝑃 . (1.21)

Как следует из закона преобразования 1–форм Маурер–Картана (1.16), опре­

деленные таким образом величины преобразуются однородно под действием

𝐺. Как следствие, любая 𝐻–инвариантная комбинация 𝜓, 𝒟𝜇𝜓 и 𝑔𝜇𝜈 будет

также автоматически 𝐺–инвариантной.

Для иллюстрации применения описанной техники рассмотрим два при­

мера. Первый из них — построение Пуанкаре–инвариантных лагранжианов.

Как можно легко убедиться, применение конструкции смежных классов в

данном случае даёт плоскую метрику, а ковариантная производная полей

является обычной частной производной. Как следствие, любой лагранжиан,

построенный из данных величин Лоренц–инвариантным способом, также ав­

томатически является Пуанкаре–инвариантным.
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В качестве более интересного примера, рассмотрим применение конструк­

ции смежных классов для построения инвариантных лагранжианов в про­

странстве анти–де–Ситтера. Группа 𝐺, действующая транзитивно в 𝐴𝑑𝑆1,𝑑

— это 𝑆𝑂(2, 𝑑), группа стабильности 0⃗ — 𝑆𝑂(1, 𝑑), и, следовательно,

𝐴𝑑𝑆1,𝑑 = 𝑆𝑂(2, 𝑑)/𝑆𝑂(1, 𝑑) . (1.22)

Соответствующее фактор пространство, определяющее натуральные коорди­

наты на 𝐴𝑑𝑆1,𝑑, имеет вид

𝑔𝐻 = 𝑒𝑖𝑃𝜇𝜙
𝜇

, (1.23)

где 𝑃𝜇 генераторы некомпактного направления, соответствующего фактор–про­

странству 𝑆𝑂(2, 𝑑)/𝑆𝑂(1, 𝑑). Формы Маурер–Картана для рассматриваемого

фактор–пространства имеют вид,

𝜔𝜇𝑃 =
sin𝜙

𝜙
𝑑𝜙𝜇 − 𝜙𝜈𝑑𝜙

𝜈 sin𝜙− 𝜙

𝜙3
𝜙𝜇 , 𝜔𝜇𝜈𝑀 = 𝜙𝜇𝑑𝜙𝜈

1 − cos𝜙

𝜙2
, (1.24)

где 𝜙 =
√︀

|𝜙𝜈𝜙𝜈| и суммирование производится с плоской метрикой. Очевид­

ным недостатком натуральных координат является то, что в этой параметри­

зации тетрада и метрика не являются диагональными. Чтобы исправить это,

можно сделать замену координат вида [35]

𝜙𝜇 = 2𝑥𝜇
arctang(

√
𝑥2

2 )
√
𝑥2

. (1.25)

В новых переменных формы Маурер–Картана принимают вид

𝜔𝜇𝑃 =
𝑑𝑥𝜇

1 + 𝑥2

4

, 𝜔𝜇𝜈𝑀 =
𝑥𝜇𝑑𝑥𝜈

2(1 + 𝑥2

4 )
. (1.26)

Получаемые из данных выражений метрика и ковариантная производная по­

лей являются метрикой и ковариантной производной полей в пространстве

анти–де–Ситтера в глобальных координатах.

В заключении этого раздела сделаем замечание по поводу применимо­

сти конструкции смежных классов в случаях, когда исследуемая группа 𝐺
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содержит дискретные элементы, такие как отражение, 𝑃 , или инверсия, 𝐼,

координат,

𝑃 : 𝑥𝜇 → −𝑥𝜇 , 𝐼 : 𝑥𝜇 → 𝑥𝜇

𝑥2
. (1.27)

Здесь необходимо разделять два случая. В первом случае подобные дискрет­

ные симметрии не входят в фактор–пространство, используемое для парамет­

ризации многообразия, на котором определена теория. Для подобных групп

все описанные выше шаги для получения однородно преобразующихся вели­

чин могут быть повторены без изменений, и конструкция смежных классов

оказывается применимой для построения 𝐺–инвариантных теорий. Напри­

мер, такая ситуация реализуется для группы Пуанкаре, пополненной отраже­

нием координат. Иная ситуация возникает, когда для параметризации много­

образия фактор–пространство должно содержать дискретные элементы. В

этом случае оказывается невозможным взять логарифмическую производ­

ную от всех элементов фактор–пространства, и потому конструкция смеж­

ных классов требует модификации. Обсуждению данной проблемы посвяще­

на глава 2 настоящей работы, в которой рассматривается вопрос построения

конформной–инвариантных лагранжианов при помощи конструкции смеж­

ных классов.

1.3. Построение эффективных лагранжианов

Исторически, конструкция смежных классов получила широкое распро­

странение в физике благодаря тому, что предоставляла необходимый инстру­

ментарий для построения эффективных лагранжианов теорий, возникающих

вследствие спонтанного нарушения внутренних симметрий [5, 6]. В послед­

ствии, данная конструкция была также распространена на случай спонтан­

ного нарушения пространственно–временных симметрий [7]. Ниже дан обзор

применения конструкции смежных классов в случае спонтанного нарушения

внутренних симметрий, основанный на её связи с методом индуцированных
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представлений. Не уменьшая общности, предполагается, что теория опреде­

лена в пространстве Минковского и является Пуанкаре–инвариантной. Об­

суждению способа применения конструкции смежных классов к построению

лагранжианов эффективных теорий, возникающих вследствие спонтанного

нарушения пространственно–временных симметрий, посвящена глава 2 на­

стоящей работы.

Рассмотрим теорию с группой симметрий 𝐼𝑆𝑂(1, 𝑑) × 𝐺𝑖𝑛𝑡, где 𝐺𝑖𝑛𝑡 —

некоторая группа внутренних симметрий. Пусть далее имеет место спонтан­

ное нарушение симметрий, соответствующее схеме спонтанного нарушения

𝐼𝑆𝑂(1, 𝑑) ×𝐺𝑖𝑛𝑡 −→ 𝐼𝑆𝑂(1, 𝑑) ×𝐻𝑖𝑛𝑡 , (1.28)

где 𝐻𝑖𝑛𝑡 — некоторая подгруппа 𝐺𝑖𝑛𝑡. Обозначим вакуум теории и нарушен­

ные базисные генераторы как Φ и 𝑍𝑎 соответственно. Тогда отличие рассмат­

риваемой ситуации от стандартной для метода индуцированных представле­

ний заключается в том, что ненулевое значение Φ позволяет ввести естествен­

ные координаты не только на пространстве Минковского, но и на фактор–про­

странстве 𝐺𝑖𝑛𝑡/𝐻𝑖𝑛𝑡. В последнем случае, однако, координаты будут представ­

лять не точки пространства–времени, а значение Φ в рассматриваемой точке.

Подобное положение вещей подсказывает, как можно построить неоднородное

представление 𝐼𝑆𝑂(1, 𝑑) ×𝐺𝑖𝑛𝑡 в случае спонтанного нарушения симметрий.

Сначала введём координаты на 𝐺𝑖𝑛𝑡/𝐻𝑖𝑛𝑡, рассмотрев фактор–пространство

𝑔𝑥0𝐻 = 𝑒𝑖𝑍𝑎𝜉
𝑎

. (1.29)

Действуя элементами данного фактор–пространства на Φ, можно описать

всевозможные флуктуации последнего (отметим аналогию с действием фак­

тор–пространства (1.2) на однородное пространство 𝒜). Таким образом, 𝜉𝑎

описывают всевозможные флуктуации Φ. Действие 𝐺𝑖𝑛𝑡 на 𝜉𝑎 задаётся пра­

вым умножением 𝑔 ∈ 𝐺𝑖𝑛𝑡 на фактор–пространство (1.29), в полной аналогии

со соответствующим правилом в методе индуцированных представлений. Да­
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лее полученное представление индуцируется до представления 𝐼𝑆𝑂(1, 𝑑) ×

𝐺𝑖𝑛𝑡. Для этого фактор–пространство (1.29) необходимо дополнить экспонен­

тами генераторов трансляций, и, в соответствии с методам индуцированных

представлений, сделать 𝜉𝑎 полями, то есть функциями 𝑥𝜇. Таким образом, для

построения эффективной теории следует использовать фактор–пространство

𝑔𝐻 = 𝑒𝑖𝑃𝜇𝑥
𝜇

𝑒𝑖𝑍𝑎𝜉
𝑎(𝑥) . (1.30)

Как видно из приведённой конструкции, эффективные теории обязательно

содержат поля 𝜉𝑎(𝑥), которые и являются намбу–голдстоуновскими полями.

С теоретико–групповой точки зрения они соответствуют координатам на фак­

тор–пространстве 𝐺𝑖𝑛𝑡/𝐻𝑖𝑛𝑡. С физической точки зрения они описывают все­

возможные флуктуации вакуума.

Если фактор–пространство (𝐼𝑆𝑂(1, 𝑑)×𝐺𝑖𝑛𝑡)/(𝑆𝑂(1, 𝑑)×𝐻𝑖𝑛𝑡) однород­

но редуктивно, то конструкция смежных классов позволяет получить одно­

родно преобразующиеся величины. Прежде всего заметим, что, поскольку

𝑍𝑎 являются генераторами внутренних симметрий, а потому коммутируют с

трансляциями, то для вычисления форм Маурер–Картана, связанных с 𝜉𝑎,

экспоненту от генераторов трансляций в фактор пространстве (1.30) можно

опустить и считать пространственно–временную метрику плоской. Таким об­

разом, можно рассматривать фактор пространство (1.29), считая 𝜉𝑎(𝑥) поля­

ми, что соответствует стандартной конструкции, изложенной в работах [5, 6].

Как уже было сказано выше, трансформационные свойства полей 𝜉𝑎 под дей­

ствием произвольного элемента 𝑔 ∈ 𝐺𝑖𝑛𝑡 определяются через левое умноже­

ние 𝑔 на фактор–пространство (1.29),

𝑔𝑔𝑥0ℎ = 𝑒𝑖𝑍𝑎𝜉
′𝑎
ℎ : 𝜉𝑎 → 𝜉′𝑎 , (1.31)

где ℎ ∈ 𝐻𝑖𝑛𝑡. При этом действие всех элементов 𝐻𝑖𝑛𝑡 остаётся однородным,

как это следует из следующей цепочки равенств,

ℎ𝑔𝑥0ℎ = (ℎ𝑒𝑖𝑍𝑎𝜉
𝑎

ℎ−1)ℎ = 𝑒𝑖𝑍𝑎𝜉
′𝑎
ℎ , (1.32)
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где была использована однородная редуктивность фактор–пространства (1.29).

Дифференциальные формы Маурер–Картана,

(𝑔𝑥0ℎ )−1𝑑𝑔𝑥0ℎ = 𝑖𝑍𝑎𝜔
𝑎
𝑍 + 𝑖𝑉𝑖𝜔

𝑖
𝑉 , (1.33)

где 𝑉𝑖 — базис генераторов в 𝐻𝑖𝑛𝑡, позволяют найти ковариантные производ­

ные полей. А именно, для намбу–голдстоуновских полей 𝜉𝑎 и полей материи

𝜓(𝑥) (напомним, что, по определению, полями материи называются поля, при­

надлежащие однородному представлению 𝐻𝑖𝑛𝑡), ковариантные производные

имеют вид

𝐷𝜇𝜉
𝑎𝑑𝑥𝜇 = 𝜔𝑎𝑍 , 𝒟𝜇𝜓𝑑𝑥

𝜇 = 𝑑𝜓 + 𝑖𝜔𝑖𝑉 𝑉𝑖𝜓 , (1.34)

где 𝑉𝑖 — представление 𝑉𝑖, соответствующее 𝜓, а также было использовано,

что метрика является плоской. Таким образом, 𝐼𝑆𝑂(1, 𝑑)×𝐺𝑖𝑛𝑡–инвариантные

лагранжианы строятся как 𝑆𝑂(1, 𝑑)×𝐻𝑖𝑛𝑡–инвариантные комбинации 𝜓,𝐷𝜇𝜓,

𝜂𝜇𝜈 и 𝐷𝜇𝜉
𝑎. Конечно, если по каким–либо соображениям язык дифференци­

альных форм является предпочтительным, то можно строить инвариантные

лагранжианы как внешние произведения соответствующих дифференциаль­

ных форм. В частности, поскольку в инвариантные лагранжианы 𝜉𝑎 может

входить только с производной, то 𝜉𝑎 представляет безмассовую моду, как это

и предсказывает теорема Намбу-Голдстоуна [36–38].

В рамках конструкции смежных классов можно строить также высшие

производные полей. Для этого заметим, что 𝒟𝜇𝜓 и 𝐷𝜇𝜉
𝑎 преобразуются одно­

родно, и потому их можно рассматривать как некоторое однородное представ­

ление 𝐻𝑖𝑛𝑡. Последнее, в свою очередь, позволяет опять взять ковариантную

производную, 𝒟𝜈𝒟𝜇𝜓 или 𝒟𝜈𝒟𝜇𝜓 соответственно, и использовать их для по­

строения эффективных лагранжианов.

Фактор–пространство (1.29) может быть параметризовано различными

способами. Например, если 𝑍1 и 𝑍2 — некоторые нарушенные генераторы, то

фактор–пространство может записать в следующих двух видах:

𝑔
(𝑎)
𝐻 = 𝑒𝑖𝑍1𝜉

1+𝑖𝑍2𝜉
2

, или 𝑔𝐻 = 𝑒𝑖𝑍1𝜉
1

𝑒𝑍2𝜉
2

. (1.35)
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В общем случае, как это следует из формулы (1.31), такой выбор будет соот­

ветствовать разным трансформационным свойствам полей 𝜉1 и 𝜉2. Однако,

приведённые представления эквивалентны, поскольку от одного можно пе­

рейти к другому путём переопределения переменных. В этом контексте, при

сравнении эффективных лагранжианов, получаемых при помощи прямых вы­

числений и конструкции смежных классов, необходимо предварительно убе­

диться, что поля имеют одинаковый заряд под действием симметрий.

В заключении данного раздела заметим, что в работах [5, 6] было до­

казано, что подобное построение позволяет получить всевозможные нелиней­

ные представления представления 𝐺𝑖𝑛𝑡 — все иные способы введения полей

сводятся к обсуждаемой конструкции путём переопределения полей. Также

заметим, что изложенная конструкция легко переносится на другие простран­

ства.

1.4. Калибровочные симметрии

Конструкция смежных классов оказывается также применимой для по­

строения теорий с калибровочными (локальными) симметриями [6, 39, 40].

Ниже описана процедура построения лагранжианов подобных теорий. Пред­

полагается, что симметрия не нарушена спонтанно, а также, что теория опре­

делена на пространстве Минковского. Случай, когда калибровочные симмет­

рии оказываются спонтанно нарушенными, рассмотрен в следующем разделе

настоящей главы. Группа локальных симметрий обозначается как 𝐺𝑙𝑜𝑐.

Прежде всего заметим, что в случае, когда группа 𝐺𝑙𝑜𝑐 является калиб­

ровочной, описанная выше процедура построения 𝐺𝑙𝑜𝑐–инвариантных теорий

неприменима. Действительно, если симметрия локальна, то в каждой точке

пространства–времени действует свой элемент группы 𝑔 ∈ 𝐺𝑙𝑜𝑐. Иначе го­

воря, 𝑔 = 𝑔(𝑥). По этой причине дифференциал 𝑔(𝑥) в формуле (1.15) не

обращается в ноль. Как следствие, формы Маурер–Картана, определённые



31

через уравнение (1.13), не преобразуются однородно при произвольном 𝑔(𝑥)

и потому не могут быть использованы для построения 𝐺𝑙𝑜𝑐–инвариантных

лагранжианов.

Существуют два пути решения описанной проблемы. Первый из них

заключается в добавлении в определение ковариантной производной полей

члена, который компенсировал бы дополнительно возникающий вклад [6]. В

этом случае калибровочные поля и их закон преобразования задаются непо­

средственно “руками”, что может быть рассмотрено как недостаток подобного

подхода. Второй способ основан на наблюдении, что координатно зависимое

преобразование можно разложить в ряд Тейлора [39, 40]. В этом случае ка­

либровочные поля возникают естественным образом как “намбу–голдстоунов­

ские бозоны” при определённых генераторах симметрий. Рассмотрим этот

способ более подробно. Обозначим генераторы 𝐺𝑙𝑜𝑐, как глобально действую­

щей группы, через 𝑄𝑎. Тогда имеем

exp
(︀
𝑖𝑄𝑏𝛼

𝑏(𝑥)
)︀

= exp

(︃
𝑖𝑄𝑏

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑏𝜇1...𝜇𝑛
𝑥𝜇1...𝑥𝜇𝑛

)︃
=

= exp

(︃
𝑖

∞∑︁
𝑛=0

𝑄𝜇1...𝜇𝑛

𝑏 𝛼𝑏𝜇1...𝜇𝑛

)︃
,

(1.36)

где 𝛼𝑏(𝑥) было разложено в ряд Тейлора по 𝑥𝜇 в окрестности нуля и были

введены обозначения

𝑄𝜇1...𝜇𝑛

𝑏 = 𝑄𝑏𝑥
𝜇1...𝑥𝜇𝑛 , 𝛼𝑏𝜇1...𝜇𝑛

= 𝜕𝜇1
...𝜕𝜇𝑛

𝛼𝑏(𝑥)|0 . (1.37)

Таким образом, вместо рассмотрения координатно–зависимых преобразова­

ний оказывается возможным ввести бесконечное количество параметров пре­

образований и генераторов, удовлетворяющих следующей алгебре:

[𝑄𝜇1...𝜇𝑛

𝑏 , 𝑄𝜈1...𝜈𝑚
𝑐 ] = −𝑖𝑔′𝑓𝑑𝑏𝑐𝑄

𝜇1...𝜇𝑛𝜈1...𝜈𝑚
𝑑 , (1.38)

где 𝑓𝑎𝑏𝑐 являются структурными константами калибровочной группы и 𝑔′ —

так называемая константа самодействия. Определенные подобным образом
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преобразования уже не зависят от координат, что позволяет вернуться к

стандартной процедуре построения инвариантных лагранжианов при помо­

щи конструкции смежных классов.

Чтобы применить конструкцию смежных классов, прежде всего необхо­

димо найти однородно–редуктивное фактор–пространство. Поскольку гене­

раторы трансляций не коммутируют с генераторами локальных преобразова­

ний,

[𝑃𝜇, 𝑄
𝜈1...𝜈𝑛
𝑎 ] = −𝑖𝑛𝛿(𝜇1

𝜇 𝑄𝜇2...𝜇𝑛)
𝑎 , (1.39)

где производится симметризация по индексам, заключенным в круглые скоб­

ки, то однородно–редуктивное фактор–пространство имеем вид

𝑔𝑙𝑜𝑐𝐻 = 𝑒𝑖𝑃𝜇𝑥
𝜇

...𝑒𝑖Φ
𝑏
𝜇1𝜇2

𝑄
𝜇1𝜇2
𝑏 𝑒−𝑖𝐴

𝑏
𝜇𝑄

𝜇
𝑏 (𝑒𝑖𝑄𝑎𝜋

𝑎

) , (1.40)

где многоточие соответствует генераторам с большим количеством греческих

индексов, а заключенный в скобки член может быть опущен. Наиболее инте­

ресно попытаться построить теорию с минимальным количеством дополни­

тельных полей. По этой причине далее будет предполагаться, что последний

член в формуле (1.40) отсутствует. Как будет показано в следующем разде­

ле, включение его в рассмотрение соответствует спонтанному нарушению ка­

либровочных симметрий, а использование фактор пространства с подобным

набором полей описывает механизм Хиггса на теоретико–групповом языке.

В силу присутствия бесконечного количества полей может показаться,

что для нелинейной реализации 𝐺𝑙𝑜𝑐 при помощи конструкции смежных клас­

сов необходимо использовать все поля. Однако, это предположение неверно,

и при помощи описываемой конструкции можно воспроизвести, например,

лагранжиан Янга–Миллса [41]. Чтобы убедиться в этом, вычислим диффе­

ренциальные формы Маурер–Картана для фактор–пространства (1.40),

(𝑔𝑙𝑜𝑐𝐻 )−1𝑑𝑔𝑙𝑜𝑐𝐻 = 𝑖𝑃𝜇𝜔
𝜇
𝑃 + 𝑖𝑄𝑎𝜔

𝑎 + 𝑖𝑄𝜇
𝑎𝜔

𝑎
𝜇 + ... , (1.41)
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что даёт

𝜔𝜇𝑃 = 𝑑𝑥𝜇, 𝜔𝑏 = 𝐴𝑏
𝜈𝑑𝑥

𝜈, 𝜔𝑎𝜈 = −𝑑𝐴𝑎
𝜈 − 2Φ𝑎

𝜇𝜈𝑑𝑥
𝜇 +

1

2
𝑔′𝑓𝑎𝑏𝑐𝐴

𝑏
𝜇𝐴

𝑐
𝜈𝑑𝑥

𝜇 . (1.42)

Остальные формы Маурер–Картана опущены, поскольку они не будут ис­

пользоваться далее. Рассмотрим 2–форму 𝐹 𝑎

𝐹 𝑎 = 𝜔𝜈𝑃 ∧ 𝜔𝑎𝜈 =
1

2
𝐹 𝑎
𝜇𝜈𝑑𝑥

𝜇𝑑𝑥𝜈 . (1.43)

Её особенностью является то, что, в силу своей антисимметричности, она

не содержит поле Φ𝑎
𝜇𝜈, и, таким образом, содержит только одно поле 𝐴𝑎

𝜇.

Явным вычислением можно убедиться, что 𝐴𝑎
𝜇 подчиняется стандартному

для калибровочных полей закону преобразования под действием группы 𝐺𝑙𝑜𝑐.

Также, лагранжиан

ℒ𝑌𝑀 = tr(𝐹 ∧ ⋆𝐹 ) , (1.44)

в точности соответствует лагранжиану Янга–Миллса. Таким образом, кон­

струкция смежных классов позволяет строить лагранжианы с калибровочны­

ми симметриями. Более того, приведенное построение показывает, что калиб­

ровочные теории обязаны содержать поле 𝐴𝑎
𝜇, выполняющее функцию калиб­

ровочного поля. Также, если в теории присутствуют поля материи, нетриви­

ально заряженные под действием𝐺𝑙𝑜𝑐, то вычисление ковариантной производ­

ной подобных полей показывает, что они с необходимостью взаимодействуют

с 𝐴𝑎
𝜇.

Помимо построения теории Янга–Миллса, возможно построение теорий

с большим количеством полей. Однако, кинетические члены полей в подоб­

ных теориях оказываются, как правило, плохо определены, а соответствую­

щие теории не встречаются в природе. Также, конструкция смежных клас­

сов применялась для построения лагранжиана общей теории относительности

[24, 42, 43] и её массивных расширений [44].

В заключении этого раздела заметим, что появление “намбу–голдсто­

уновских” полей в фактор–пространстве (1.40) не обязательно означает, что
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рассматривается теория со спонтанно нарушенными симметриями. Действи­

тельно, как известно, калибровочные поля преобразуются неоднородно под

действием калибровочной группы, и потому они были обязаны появиться в

фактор–пространстве (1.40) как поля, преобразующиеся неоднородно под дей­

ствием 𝐺𝑙𝑜𝑐.

1.5. Механизм Хиггса и поля Штокельберга

Рассмотрим теперь вопрос о том, как конструкция смежных классов

применяется в случае спонтанного нарушения калибровочных симметрий.

Предположим, что группа симметрий 𝐺𝑙𝑜𝑐 состоит только из калибровочных

симметрий, и что генераторы соответствующей (глобальной) алгебры были

спонтанно нарушены вакуумным средним некоторой теории. В этом случае

генераторы𝑄𝑎 не зануляют вакуум, и, по аналогии со случаем спонтанного на­

рушения внутренних симметрий, экспоненты от 𝑄𝑎 должны присутствовать

в фактор–пространстве, используемом для построения эффективной теории.

Таким образом, в случае спонтанного нарушения калибровочных симметрий

необходимо рассматривать фактор–пространство (1.40) со включенными в

него экспонентами от генераторов 𝑄𝑎, параметры при которых следует рас­

сматривать как намбу–голдстоуновские поля, 𝜋𝑎,

𝑔𝑠𝑠𝑏𝐻 = 𝑔𝑙𝑜𝑐𝐻 𝑒𝑖𝑄𝑎𝜋
𝑎

. (1.45)

Благодаря обозначенной связи между фактор–пространствами в ненарушен­

ной и нарушенных фазах, новые формы Маурер–Кратана,

(𝑔𝑠𝑠𝑏𝐻 )−1𝑑𝑔𝑠𝑠𝑏𝐻 = 𝑖𝑃𝜇�̃�
𝜇
𝑃 + 𝑖𝑄𝑎�̃�

𝑎 + 𝑖𝑄𝜇
𝑎�̃�

𝑎
𝜇 + ... , (1.46)

можно легко найти, зная результаты предыдущего раздела:

𝑄𝑎�̃�
𝑎 = 𝑒−𝑖𝑄𝑎𝜋

𝑎

(𝑄𝑎𝜔
𝑎 + 𝑑)𝑒𝑖𝑄𝑎𝜋

𝑎

, 𝑄𝜇
𝑎�̃�

𝑎
𝜇 = 𝑒−𝑖𝑄𝑎𝜋

𝑎

𝑄𝜇
𝑎𝜔

𝑎
𝜇𝑒

𝑖𝑄𝑎𝜋
𝑎

. (1.47)
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В качестве примера применения описанной конструкции рассмотрим

спонтанное нарушение калибровочной группы 𝑈(1). В этом случае имеется

только один генератор, 𝑄, и формы Маурер–Картана имеют вид

�̃�𝑄 = 𝐴𝜇𝑑𝑥
𝜇 + 𝑑𝜋 , �̃�𝜇 = −𝑑𝐴𝜈 − 2Φ𝑎

𝜇𝜈𝑑𝑥
𝜇 . (1.48)

Как было показано в предыдущем разделе, 1–форма �̃�𝜇 позволяет построить

стандартный кинетический член для калибровочного поля 𝐴𝜇. В свою оче­

редь, 1–форма �̃�𝑄 может быть использована для построения кинетического

члена для 𝜋. Таким образом, простейший эффективный лагранжиан имеет

вид

ℒ𝑚ℎ = −1

4
(𝐹𝜇𝜈)

2 +
𝑚2

2
((𝐴𝜇 + 𝜕𝜇)𝜋)2 , (1.49)

где 𝑚2 — некоторая постоянная. После замены переменных

𝐴𝜇 = 𝐴𝜇 + 𝜕𝜇𝜋 (1.50)

видно, что лагранжиан (1.49) описывает массивное векторное поле. Таким

образом, описанная конструкция, на самом деле, является теоретико–группо­

вым описанием механизма Андерсона–Хиггса–Кибла [45–47], известного так­

же как механизм Хиггса. Также приведённый пример показывает, что кон­

струкция смежных классов позволяет воспроизводить действие массивных

мод.

Перейдём теперь к обсуждению связи между полями, возникающими

при использовании конструкции смежных классов в случае спонтанного нару­

шения калибровочных симметрий и полями Штокельберга [40, 48, 49]. Преж­

де всего, определим понятие поля Штокельберга. Для этого рассмотрим тео­

рию Янга–Миллса, в которой калибровочная группа 𝑆𝑈(𝑛) нарушена явно

путём введения массы у “калибровочного поля” 𝐴𝑎
𝜇,

ℒ𝑚𝑌𝑀 = − 1

4𝑔′2
tr𝐹𝜇𝜈𝐹 𝜇𝜈 +

𝑚2

2𝑔′2
tr𝐴𝜇𝐴

𝜇 , (1.51)
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где 𝑔′ — константа связи и

𝐹𝜇𝜈 = 𝐹𝜇𝜈𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 + [𝐴𝜇, 𝐴𝜈] , 𝐴𝜇 = 𝐴𝑎
𝜇𝑄𝑎 , (1.52)

где 𝑄𝑎 — генераторы 𝑆𝑈(𝑛). Несмотря на то, что калибровочная инвариант­

ность нарушена явно, её оказывается возможным восстановить посредством

введения 𝑛2 − 1 вспомогательных полей 𝜋𝑎, по одному на каждый из генера­

торов 𝑆𝑈(𝑛). А именно, сделаем всюду замену переменных

𝐴𝜇 → 𝑒−𝑖𝑄𝑎𝜋
𝑎

(𝐴𝜇 + 𝜕𝜇)𝑒𝑖𝑄𝑎𝜋
𝑎

. (1.53)

Данный закон выбран специально таким образом, чтобы мимикрировать за­

кон преобразования калибровочного поля при действии элемента калибровоч­

ной группы 𝑒𝑖𝑄𝑎𝜋
𝑎. Формально замена переменных (1.53) плохо определена,

поскольку вводит новые степени свободы. Однако это не приводит к проти­

воречию, поскольку от соответствующих степеней свободы будет возможно

избавиться фиксацией калибровки. Чтобы убедиться в этом, выпишем лагран­

жиан (1.51) после замены переменных (1.53),

ℒ𝑚𝑌𝑀 = − 1

4𝑔2
tr𝐹𝜇𝜈𝐹 𝜇𝜈 − 𝑚2

2𝑔2
(︀
(𝜕𝜇 + 𝐴𝜇)𝑒𝑖𝑄𝑎𝜋

𝑎)︀ (︀
(𝜕𝜇 + 𝐴𝜇)𝑒−𝑖𝑄𝑎𝜋

𝑎)︀
. (1.54)

Определим далее действие группы 𝑆𝑈(𝑛) на поля теории следующим обра­

зом,

𝐴𝜇 → 𝑈 †(𝑥)(𝐴𝜇+𝜕𝜇)𝑈(𝑥) , 𝑒𝑖𝑄𝑎𝜋
𝑎 → 𝑈 †(𝑥)𝑒𝑖𝑄𝑎𝜋

𝑎

, 𝑈(𝑥) ∈ 𝑆𝑈(𝑛) . (1.55)

Лагранжиан (1.54) оказывается инвариантным относительно подобных преоб­

разований, и потому в теории имеется калибровочная 𝑆𝑈(𝑛)–инвариантность.

В частности, всегда можно перейти в так называемую “унитарную” калибров­

ку,

𝑈(𝑥) = 𝑒𝑖𝑄𝑎𝜋
𝑎

, (1.56)

в которой поле 𝜋𝑎 исчезает из лагранжиана, возвращая его в первоначальный

вид (1.51). Поля 𝜋𝑎, благодаря которым “восстанавливается” 𝑆𝑈(𝑛) симмет­
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рия, и называются полями Штокельберга. В зависимости от обсуждаемой за­

дачи, подобное искусственное увеличение количества симметрий может быть

полезно, в то время как в других случаях может привести к путанице с коли­

чеством степеней свободы в теории. Например, подобное расширение симмет­

рий оказывается удобным для изучения ультрафиолетовых свойств теорий с

массивными векторами.

Можно заметить, что производимая в приёме Штокельберга замена пере­

менных (1.53) совпадает с формой Маурер–Картана (1.47). Этот факт являет­

ся ожидаемым, поскольку конструкция смежных классов позволяет получить

однородно преобразующиеся величины наиболее общего вида. По этой при­

чине, подобные выражения обязаны возникнуть при “расширении” симмет­

рии при помощи приёма Штокельберга. Таким образом, теории, получаемые

путём применения приёма Штокельберга, также можно получать и анализи­

ровать при помощи конструкции смежных классов.

В заключении этого раздел отметим, что поля Штокельберга исполь­

зуются также для “расширении” пространственно–временных симметрий тео­

рии, в том числе для восстановления диффеоморфизм–инвариантности в тео­

риях с массивным гравитоном [50–52].

1.6. Члены Весса–Зумино–Виттена

Конструкция смежных классов также позволяет строить лагранжианы,

преобразующиеся с точностью до полной производной под действием группы

𝐺. Подобные лагранжианы называют лагранжианами Весса–Зумино–Витте­

на [53, 54], которые впервые изучали их для случая спонтанно нарушенных

симметрий. С теоретико–групповой точки зрения, существование подобных

членов тесно связано с изучением нетривиальных ко–циклов на фактор про­

странстве 𝐺/𝐻 [55–57]. Ниже описан способ построения подобных лагранжи­

анов с помощью конструкции смежных классов.
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Предположим, что имеется группа 𝐺, причём её подгруппа 𝐻 реализо­

вана однородно. Потребуем также, чтобы фактор пространство 𝐺/𝐻 было

однородно–редуктивным. Тогда соответствующие формы Маурер–Картана,

𝑔−1
𝐻 𝑑𝑔𝐻 = 𝑖𝑍𝑎𝜔

𝑎
𝑍 + 𝑖𝑉𝑖𝜔

𝑖
𝑉 , (1.57)

где 𝑉𝑖 — базис генераторов в алгебре 𝐻, а 𝑍𝑎 дополняют их до полного набора

базисных генераторов алгебры 𝐺, удовлетворяют уравнению Маурер–Карта­

на,

𝑑𝜔𝛼 +
1

2
𝑓𝛼𝛽𝛾𝜔

𝛽 ∧ 𝜔𝛾 = 0 ⇔ 𝑑𝜔 = −𝜔 ∧ 𝜔 , (1.58)

где 𝑓𝛼𝛽𝛾 — структурные константы алгебры 𝐺, 𝜔 ≡ 𝜔𝛼𝑄𝛼, 𝑄𝛼 — все гене­

раторы алгебры 𝐺, а греческие индексы обозначают элементы из алгебры

𝐺. Тогда задача нахождения членов типа Весса–Зумино–Виттена сводится к

нахождению таких точных дифференциальных форм Ω𝑊𝑍 , что

𝑑Ω𝑊𝑍 = Ω𝑖𝑛𝑣 , (1.59)

где Ω𝑖𝑛𝑣 является𝐻–инвариантным внешним произведением дифференциаль­

ных форм 𝜔𝑎𝑍 . Действительно, Ω𝑖𝑛𝑣 инвариантна относительно действия груп­

пы 𝐺. В силу уравнения (1.59), это означает, что форма Ω𝑊𝑍 преобразуется

под действием 𝐺 с точностью до полной производной. Таким образом, лагран­

жиан

ℒ𝑊𝑍 = Ω𝑊𝑍 (1.60)

представляет собой член типа Весса–Зумино–Виттена.

В качестве примера рассмотрим построение члена Черна–Саймонса [58]

в теории с калибровочной симметрией 𝐺𝑙𝑜𝑐 = 𝑆𝑈(𝑛). Как обсуждалось в раз­

деле 1.3, для построения подобных теорий необходимо рассматривать фактор

пространство (1.40). Для него уравнения Маурер–Картана принимают вид

[40]

𝑑𝜔𝜇𝑃 = 0 , 𝑑𝜔𝑎 =
𝑔

2
𝑓𝑎𝑏𝑐𝜔

𝑏∧𝜔𝑐+𝜔𝜇𝑃 ∧𝜔
𝑎
𝜇 , 𝑑𝜔𝑎𝜇 = 𝑔𝑓𝑎𝑏𝑐𝜔

𝑏
𝜇∧𝜔𝑐+𝜔𝜈𝑃 ∧𝜔𝑎𝜈𝜇 . (1.61)
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Тогда, используя выписанные уравнения, можно явным вычислением убе­

диться, что

𝛿𝑎𝑏𝜔
𝜇
𝑃 ∧ 𝜔𝑎𝜇 ∧ 𝜔𝜈𝑃 ∧ 𝜔𝑏𝜈 = 𝑑Ω𝐶𝐻 ,

Ω𝐶𝐻 =

(︂
𝛿𝑎𝑏𝜔

𝜇
𝑃 ∧ 𝜔𝑎𝜇 ∧ 𝜔𝑏 +

1

6
𝑔𝑓𝑎𝑏𝑐𝜔

𝑎 ∧ 𝜔𝑏 ∧ 𝜔𝑐
)︂
,

(1.62)

где 𝛿𝑎𝑏 — плоская метрика на 𝑆𝑈(𝑛). Как следует из этого равенства, хотя

3–форма Ω𝐶𝐻 содержит неоднородно преобразующиеся члены 𝜔𝑎, она преоб­

разуется с точностью до полной производной при действии 𝑆𝑈(𝑛). Перепи­

сывая Ω𝐶𝐻 в терминах 𝐴𝑎, имеем

Ω𝐶𝐻 = 𝛿𝑎𝑏𝐴
𝑎 ∧ 𝑑𝐴𝑏 − 1

3
𝑔𝑓𝑎𝑏𝑐𝐴

𝑎 ∧ 𝐴𝑏 ∧ 𝐴𝑐 , (1.63)

что полностью воспроизводит член Черна–Саймонса для группы 𝑆𝑈(𝑛).

Отметим, что, как показывает рассмотренный пример, для построения

𝑛–мерных членов Весса–Зумино–Виттена оказывается необходимо рассматри­

вать теорию, как если бы она была определена в (𝑛+1)–мерном пространстве.

1.7. Обратный эффект Хиггса

В случае спонтанного нарушения пространственно–временных симмет­

рий возникает проблема, не имеющая аналога в случае спонтанного нару­

шения внутренних симметрий. А именно, некоторые намбу–голдстоуновские

поля могут оказаться избыточными в том смысле, что они не описывают

независимые флуктуации вакуума. Для избавления от подобных мод был

предложен механизм, известны как обратный эффект Хиггса. Ниже приве­

дён обзор данной конструкции, основанный на стандартной технике приме­

нения конструкции смежных классов в случае спонтанного нарушения про­

странственно–временных симметрий [7]. Она является обобщением примене­

ния конструкции смежных классов для спонтанного нарушения внутренних

симметрий и заключается в следующем: фактор–пространство, используемое
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для получения однородно преобразующихся величин, должно содержать все

нарушенные генераторы, а также генераторы трансляций. Последнее необхо­

димо потому, что генераторы нарушенных симметрий, в общем случае, нетри­

виально коммутируют с трансляциями. Как следствие, включение трансля­

ций в фактор–пространство необходимо для его однородной редуктивности.

Более подробное обсуждение связанных с использованием данной техники

проблем, а также её теоретико–групповое пересмотрение, будет сделано в гла­

ве 3.

Наиболее удобно продемонстрировать обратный эффект Хиггса на клас­

сическом примере спонтанного нарушения (𝑑 + 1)–мерной группы Пуанкаре

до её 𝑑–мерной подгруппы Пуанкаре скалярной доменной стенкой [14, 59].

Наиболее простое действие, допускающее вакуумное решение в виде домен­

ной стенки, имеет вид

𝒮 =

∫︁
𝑑𝑑+1𝑥

(︂
1

2
𝜕𝑚𝜙𝜕

𝑚𝜙− 𝜆

4

(︀
𝜙2 − 𝑣2

)︀2)︂
, (1.64)

где 𝜙 является действительным скалярным полем и предполагается, что 𝜆, 𝑣 >

0. Путём выбора подходящих координат, наиболее общее решение с доменной

стенкой можно привести к виду

𝜙𝑧 = 𝑣 tanh

(︃√︂
𝜆

2
𝑣𝑧

)︃
, (1.65)

где 𝑧 ≡ 𝑥𝑑. Подобное решение соответствует схеме спонтанного нарушения

симметрий

𝐼𝑆𝑂(1, 𝑑) → 𝐼𝑆𝑂(1, 𝑑− 1) . (1.66)

Эффективная теория над решением (1.65) описывается лагранжианом типа

Намбу–Гото,

ℒ𝜓 =

∫︁
𝑑𝑧(𝜕𝑧𝜙𝑧)

2
√︀

|ℎ| , ℎ = detℎ𝑖𝑗 , ℎ𝑖𝑗 = 𝜂𝑖𝑗 + 𝜕𝑖𝜓𝜕𝑗𝜓 , (1.67)

где 𝜓 = 𝜓(𝑥) описывает флуктуацию поля 𝜙 над вакуумным решением (1.65)

и 𝜂𝑖𝑗 является метрикой Минковского.
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В соответствии со стандартной техникой построения эффективных лагран­

жианов, для воспроизведения эффективного действия (1.67) следует исполь­

зовать фактор пространство

𝑔𝐻 = 𝑒𝑖𝑃𝑖𝑥
𝑖

𝑒𝑖𝑃𝑧𝜓
′
𝑒𝑖𝐿𝑖𝜉

𝑖

, (1.68)

где 𝑃𝑖 — ненарушенные трансляции, 𝜓′ и 𝜉𝑖 является намбу–голдстоуновски­

ми полями для нарушенных генераторов 𝑃𝑧 и 𝐿𝑖 ≡ 𝐿𝑖𝑧, трансляций вдоль оси

𝑧 и преобразований Лоренца, затрагивающих ось 𝑧, соответственно.

На данном шаге становится очевидной проблема в применении стан­

дартной техники для построения эффективного действия над скалярной до­

менной стенкой. А именно, эффективная теория описывает только одну сте­

пень свободы, 𝜓, в то время как применение конструкции смежных клас­

сов ведёт к появлению 𝑑 + 1 полей — одного для нарушенных трансляций

и 𝑑–компонентного поля для нарушенных генераторов Лоренца. Таким обра­

зом, имеется явное несоответствие в количестве степеней свободы в явном

вычислении и теоретико–групповом способе построения эффективных тео­

рий.

Для решения этой проблемы обсудим сначала физический смысл по­

лей 𝜓′ и 𝜉𝑖. Поле 𝜓′ соответствует моде, описывающей сдвиги (вдоль оси 𝑧)

доменной стенки, в то время как 𝜉𝑖 описывает повороты доменной стенки.

Однако, любой поворот доменной стенки можно получить и как сдвиг домен­

ной стенки. Действительно, поскольку параметр при нарушенном генераторе

𝑃𝑧 является полем, то действием 𝑒𝑖𝑃𝑧𝜓
′ на доменную стенку можно получить

любое её возмущение. Это означает, что набор полей (𝜓′, 𝜉𝑖) является избы­

точным в том смысле, что разные значения полей могут описывать одну и

ту же флуктуацию доменной стенки [8]. Причём, как видно из приведенного

рассуждения, для описания всевозможных флуктуаций вакуума достаточно

одного поля 𝜓′. Таким образом, для получения хорошо определенной теории

необходимо некоторым образом исключить поле 𝜉𝑖 из теории.
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От подобных “избыточных” полей оказывается возможным избавиться

при помощи так называемого обратного эффекта Хиггса [9, 60]. Он заклю­

чается в том, что на формы Маурер–Картана накладываются совместные с

симметриями теории ограничения, которые позволят исключить поле 𝜉𝑖 из

теории. Для скалярной доменной стенки эта процедура проходит следующим

образом. Формы Маурер–Картана для фактор пространства (1.68),

𝑔−1
𝐻 𝑑𝑔𝐻 = 𝑖𝑃𝑖𝜔

𝑖
𝑃 + 𝑖𝑃𝑧𝜔

𝑧 + 𝑖𝐿𝑖𝜔
𝑖
𝐿 + 𝑖𝑀𝑖𝑗𝜔

𝑖𝑗
𝑀 , (1.69)

где 𝑀𝑖𝑗 — генераторы ненарушенной 𝑆𝑂(1, 𝑑− 1), имеют вид

𝜔𝑖𝑃 = Λ𝑖
𝑗𝑑𝑥

𝑗 + Λ𝑖
𝑧𝑑𝜓

′ , 𝜔𝑧 = Λ𝑧
𝑖𝑑𝑥

𝑖 + 𝑑𝜓′ , Λ𝜇
𝜈 =

(︁
𝑒−𝑖𝐿𝑖𝜉

𝑖
)︁𝜇
𝜈
, (1.70)

где неважные для дальнейшего формы Маурер–Картана были опущены. Осо­

бенность приведенных форм заключается в том, что намбу–голдстоуновское

поле 𝜉𝑖 входит в форму Маурер–Картана 𝜔𝑧 без знака дифференциала. За­

метим далее, что поскольку 𝜔𝑧 преобразуется однородно под действием всех

симметрий, то можно потребовать зануления 𝜔𝑧,

𝜔𝑧 = 0 . (1.71)

Это требование инвариантно относительно действия группы и потому согла­

сованно с симметриями. Более того, оно позволяет выразить “нефизическое”

поле 𝜉𝑖 через 𝜓′,

Λ𝑧
𝑖 = −𝜕𝑖𝜓′ . (1.72)

Используя оставшиеся формы Маурер–Картана (на ограничении (1.72)), ока­

зывается возможным построить эффективный лагранжиан с правильным ко­

личеством степеней свободы [14, 59]. В частности, полученный прямым вы­

числением эффективный лагранжиан (1.67) воспроизводится в рамках такого

подхода как инвариантный 𝑑–мерный элемент объёма. Высшие поправки по

величине импульса в эффективном действии получаются при использовании

формы 𝜔𝑖𝐿 на ограничении (1.72).
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В общем случае, применение обратного эффекта Хиггса возможно в том

случае, когда существуют такие нарушенные генераторы 𝑍𝑎 и 𝑍𝑏, что выпол­

няется условие

[𝑃𝜇, 𝑍𝑎] ⊃ 𝑍𝑏 . (1.73)

Обозначим намбу–голдстоуновские поля, соответствующие генераторам 𝑍𝑎 и

𝑍𝑏 как 𝜓𝑎 и 𝜙𝑏 соответственно. Тогда условие (1.73) гарантирует, что форма

Маурер–Картана 𝜔𝑍𝑏
будет содержать 𝜓𝑎 без производных, а поле 𝜙𝑏 будет

входить в эту же 1–форму под знаком дифференциала. Таким образом, ока­

зывается возможным наложить инвариантное условие вида

𝜔𝑍𝑏
= 0 , (1.74)

которое позволяет исключить из теории поле 𝜓𝑎, выразив его через 𝜙𝑏.

Иначе говоря, обратный эффект Хиггса позволяет найти такую комби­

нацию “физических” полей и их производных, которая преобразуется также,

как и “избыточное” поле. Наличие подобного выражения позволяет всюду

заменить “избыточное” поле “физическими” величинами.

Изложенный подход обладает одним недостатком. А именно, вопрос о

том, необходимо ли применять обратный эффект Хиггса или нет, должен

каждый раз изучаться отдельно, исходя из физических соображений. Напри­

мер, в рассмотренном выше случае скалярной доменной стенки рассуждения

показали, что поле 𝜉𝑖 является нефизическим, и потому на 1–форму 𝜔𝑧 необ­

ходимо наложить требование (1.71). Однако, в некоторых случаях поля типа

𝜓𝑎 могут представлять физические степени свободы. Глава 3 настоящей ра­

боты посвящена более детальному обсуждению данного вопроса: в ней будет

дан критерий необходимости применения обратного эффекта Хиггса, а также

установлена его интерпретация.

Обратим внимание, что в случае выполнения условия (1.73) можно вы­

брать более удобную параметризацию полей, чем изначальная [11]. А именно,
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рассмотрим замену переменных

Θ = 𝜔𝑍𝑏
. (1.75)

Подобная замена хорошо определена, поскольку сохраняет количество степе­

ней свободы в теории (обе части уравнения содержат одинаковое количество

полей без производных). Преимущество данной параметризации заключается

в том, что поле Θ преобразуется однородно под действием группы 𝐺 и потому

может входит в лагранжиан без производных. По этим причинам некоторые

авторы не называют поле Θ намбу–голдстоуновской модой. Однако, если она

описывает независимые флуктуации вакуума, то её существование в теории

с необходимостью следует из теоретико–групповых соображений. Более того,

как будет показано в главе 3, динамика этой моды ограничена симметриями

больше, чем динамика обычных полей материи. По этой причине в настоя­

щей работе поле Θ будет рассматриваться как намбу–голдстоуновское поле.

В новых переменных вопрос о необходимости использования обратного эф­

фекта Хиггса сводится к вопросу о том, необходимо ли поле Θ для описания

возможных флуктуаций вакуума.

Наиболее часто, обратный эффект Хиггса применяется для построения

калибровочно–инвариантных теорий [9, 40] (и приводит к выражением, сов­

падающих с приведенными в разделе 1.3). Также, обратный эффект Хиггса

применяется для построения эффективных теорий, возникающих вследствие

спонтанного нарушения конформной группы [9, 26, 27]. Вопрос корректности

применения данной техники к построению конформно–инвариантных лагран­

жианов будет обсуждён в следующем главе.
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Глава 2

Применение конструкции смежных классов к

построению конформно инвариантных теорий

2.1. Введение к главе

Как уже упоминалось во введении, конструкция смежных классов при­

менялась для построения конформно инвариантных лагранжианов в работах

[23–25, 27]. Однако, использованные в данных исследованиях конструкции

были основаны на технических аспектах метода смежных классов и не вклю­

чали исследования соответствующей теоретико–групповой структуры и ме­

тода индуцированных представлений. Как следствие, при построении теорий

возникали неопределенности с интерпретацией появляющихся в конструкции

величин, а также необходимость использовать ad hoc прескрипции.

Рассмотрим используемую в работах [23–25] конструкцию более подроб­

но. В соответствии со стандартной техникой конструкции смежных классов,

без привлечения геометрических соображений, для построения конформно

инвариантных теорий следовало бы использовать фактор–пространство

𝑔ℎ = 𝑒𝑖𝑃𝜇𝑥
𝜇

, (2.1)

где 𝑃𝜇 — генераторы трансляций конформной группы. Однако, подобное фак­

тор–пространство не является однородно редуктивным и потому не может

быть использовано для получения однородно преобразующихся величин. Что­

бы решить эту проблему, было предложено пополнить фактор–пространство

(2.1) экспонентами от генераторов специальных конформных преобразова­

ний,

𝑔ℎ = 𝑒𝑖𝑃𝜇𝑥
𝜇

𝑒𝑖𝐾𝜈𝑦
𝜈

, (2.2)

где 𝐾𝜈 — генераторы специальных конформных преобразований. Подобное
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фактор–пространство уже является однородно редуктивным и потому может

быть использовано для получения однородно преобразующихся величин. Од­

нако, использование фактор–пространства (2.2) для построения конформно

инвариантных теорий предлагалось как ad hoc прескрипция, что сделало за­

труднительным интерпретацию входящих в него величин. А именно, возника­

ет вопрос интерпретации параметра 𝑦𝜈. С одной стороны, поскольку конформ­

ные теории поля не содержат подобного поля, рассматривать 𝑦𝜈 как поле

неестественно. С другой стороны, если рассматривать 𝑦𝜈 как координаты, то

конструируемые подобным образом теории оказываются определенными на

пространстве удвоенной размерности. Подобное предположение также не яв­

ляется удовлетворительным, поскольку, в итоге, приходится из каких–либо

дополнительных соображений фиксировать зависимость полей от дополни­

тельных координат.

Одной из целей настоящей главы является разработка техники приме­

нения конструкции смежных классов к построению конформно инвариант­

ных лагранжианов, основанной на теоретико–групповом подходе [28]. Ниже

будет показано, как последовательное применение метода индуцированных

представлений приводит к самосогласованному и натуральному построению

конформно инвариантных теорий в рамках конструкции смежных классов. С

точки зрения теоретико–группового подхода, предлагаемая конструкция рас­

ширяет стандартный метод построения инвариантных лагранжианов на слу­

чай, когда группа симметрий содержит дискретные элементы типа инверсии

координат. Как обсуждалось в разделе 1.2, особенность описанной ситуации

заключается в том, что соответствующие подобным группам однородные про­

странства изоморфны фактор–пространству, содержащему дискретный эле­

мент группы. По этой причине стандартная конструкция смежных классов

оказывается неприменимой и требует модификации.

С целью облегчения восприятия излагаемого в последующих разделах

разрабатываемого подхода перечислим здесь основные результаты исследова­
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ния. В силу того, что конформные теории поля определены на (псевдо–)сфере,

для получения однородно преобразующихся величин оказывается действи­

тельно необходимым использовать фактор–пространство (2.2). При этом 𝑥𝜇

и 𝑦𝜈 должны рассматриваться как координаты вокруг северного и южного по­

люсов сферы соответственно, а также должны быть связаны картой сшивки

соответствующих областей,

𝑦𝜈 =
𝑥𝜈

𝑥2
𝑥2 ̸= 0 . (2.3)

Следствием данного условия является требование, что 𝑦𝜈 может входить в по­

лучаемые при помощи конструкции смежных классов лагранжианы только

через полную производную. Это является принципиально новым требовани­

ем, возникающим при построении конформно инвариантных лагранжианов.

Примечательно, что следствием данного требования является такое извест­

ное свойство конформных теорий поля, как обращение в полную производ­

ную вириального тока теории [61]. Также, в основной части настоящей главы

будет показано, что с помощью предлагаемой техники можно воспроизвести

наиболее известные лагранжианы конформных теорий поля.

С точки зрения построения конформно–инвариантных теорий, научная

новизна разработанного подхода заключается в том, что он позволяет по­

лучать однородно преобразующиеся величины напрямую, посредством кон­

струкции смежных классов. Благодаря этому, в отличии от стандартного

подхода получения конформно инвариантных теорий [22], отпадает необходи­

мость во введении полей во вспомогательном пространстве и последующем

их проектировании на физические состояния. Таким образом, разработанный

метод может рассматриваться как шаг вперёд в развитии техники построения

конформных теорий поля.

Второй целью настоящей главы является установление и обоснование

техники применения конструкции смежных классов для построения эффек­

тивных лагранжианов, возникающих при спонтанном нарушении конформ­
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ной инвариантности. В первых работах по этой теме [23] было замечено, что

прямолинейное применение конструкции смежных классов в подобных слу­

чах приводит к массивности намбу–голдстоуновских полей для специальных

конформных преобразований. Было предположено, что это является анало­

гом механизма Андерсона–Хиггса–Кибла [45–47] в случае спонтанного нару­

шения пространственно–временных симметрий. Однако, дальнейшие исследо­

вания показали, что намбу–голдстоуновские поля для специальных конформ­

ных преобразований не соответствуют независимым флуктуациям вакуума,

каким бы он не был, и потому должны быть исключены из теории [8, 9].

Однако, поскольку в момент появления данных работ не был окончатель­

но установлен способ получения конформно инвариантных лагранжианов в

ненарушенной фазе,1 вопрос корректности предлагаемой в упомянутых рабо­

тах конструкции остаётся открытым.

В разделе 2.8 настоящей главы проводится расширение области приме­

нимости конструкции смежных классов на случай, когда конформная группа

оказывается спонтанно нарушенной. Это позволяет показать, что намбу–голд-

стоуновские поля для специальных конформных преобразований всегда пред­

ставляют “нефизические” степени свободы. Данный результат позволяет так­

же показать, что стандартного подход, включающий применение обратного

эффекта Хиггса, хотя и не является математически строгим, тем не менее,

формально позволяет воспроизвести все возможные эффективные лагранжи­

аны в пространствах размерности больше двух. Однако, изучение двухмер­

ного пространства позволяет указать на особый случай, когда применение

обратного эффекта Хиггса затруднительно, в то время как разработанная

техника позволяет строить эффективные лагранжианы и в этом случае. На

основе данного наблюдения предлагается расширение техники обратного эф­
1 В настоящей работе принята следующая терминология: говорят, что теория находится в нена­

рушенной фазе, если действие всех генераторов симметрий аннигилирует вакуум. В противном случае,

теория находится в спонтанно нарушенной фазе.
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фекта Хиггса.

Настоящая глава устроена следующим образом. В разделе 2.2 обсужда­

ется конформная группа и её особенности, которые будут важны в дальней­

шем. В разделе 2.3 подробно обсуждаются причины, по которым стандартная

техника метода индуцированных представлений не может быть применена в

данном случае. Раздел 2.4 посвящен разрабатыванию обобщения стандартной

техники индуцированных представлений на случай, когда атлас многообра­

зия, на котором определена теория, не покрывается одной картой. В разделе

2.5 показано, что предлагаемая техника согласована со всеми симметриями и,

более того, условие (2.3) требуется ими. В разделе 2.6 предлагаемая конструк­

ция применяется для построения конформно инвариантных теорий, а также

воспроизводятся наиболее известные свойства конформных теорий поля. В

разделе 2.7 дано строгое математическое обоснование предлагаемого подхо­

да, а также его обобщения на другие группы. Наконец, раздел 2.8 посвящен

расширению разработанной техники на случай спонтанного нарушения кон­

формной инвариантности, а также обобщению техники обратного эффекта

Хиггса.

2.2. Конформная группа

Для упрощения изложения всюду далее рассматривается 𝑑–мерная Ев­

клидова конформная группа. Обобщение результатов на случай простран­

ства–времени Минковского может быть сделано прямолинейно.

По определению, конформная группа состоит из преобразований коорди­

нат, которые переводят метрику в себя с точностью до локального фактора,

𝑥𝜇 → 𝑥′𝜇 : 𝑔′𝜇𝜈(𝑥
′) = Λ(𝑥)𝑔𝜇𝜈(𝑥) , (2.4)

где Λ(𝑥) является произвольной функцией, возможно сингулярной, и 𝜇 =

1, .., 𝑑. Произвольный элемент конформной группы можно представить в виде
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произведения пяти базовых элементов,

Conf(𝑑) = { 𝑒𝑖𝑃𝜇𝑎
𝜇

, 𝑒𝑖𝐿𝜇𝜈𝜔
𝜇𝜈

, 𝑒𝑖𝐷𝜎 , 𝑅 , 𝐼 } , (2.5)

где 𝐿𝜇𝜈 и 𝐷 являются генераторами преобразований Лоренца и дилатаций

соответственно, 𝑅 является отражением координат, а 𝐼 их инверсией,

𝑅 : 𝑥′1 = −𝑥1 , 𝑥′𝑚 = 𝑥𝑚 , 𝑚 = 2, .., 𝑑− 1, 𝐼 : 𝑥′𝜇 =
𝑥𝜇

𝑥2
, (2.6)

где штрих означает преобразованные величины. В частности, в силу суще­

ствования изоморфизма Conf(𝑑) = 𝑂(1, 𝑑+1), и поскольку 𝑂(1, 𝑑+1) являет­

ся группой симметрий гиперповерхности −𝑦20+𝑦21+...+𝑦2𝑑+1 = 0 ⊂ R1,𝑑+1, мож­

но дать строгое определение инверсии как дискретного элемента 𝑂(1, 𝑑+ 1),

изменяющего знак 𝑦0 .

Конформная группа имеет автоморфизм, генерируемый инверсией,

𝐺 → 𝐺 : ∀ 𝑔 ∈ 𝐺 → 𝐼 𝑔 𝐼 , (2.7)

который позволяет проиллюстрировать особую роль инверсии. А именно, под

действием автоморфизма (2.7) базовые элементы конформной группы преоб­

разуются как

𝐼 𝑒𝑖𝑃𝜇𝑎
𝜇

𝐼 ≡ 𝑒𝑖𝐾𝜇𝑎
𝜇

, 𝐼 𝑒𝑖𝐿𝜇𝜈𝜔
𝜇𝜈

𝐼 = 𝑒𝑖𝐿𝜇𝜈𝜔
𝜇𝜈

, 𝐼 𝑒𝑖𝐷𝜎𝐼 = 𝑒−𝑖𝐷𝜎 , 𝐼𝑅𝐼 = 𝑅 . (2.8)

Первое из выписанных выше соотношений является определением специаль­

ных конформных преобразований. Необходимость введения последних пока­

зывает, что автоморфизм, генерируемый инверсией, отображает не все эле­

менты группы в себя. Этот факт качественно отличает инверсию от отра­

жения координат (генерируемый отражением координат автоморфизм кон­

формной группы отображает все элементы группы в себя, с точностью до

знака). Также, как будет вскоре показано, инверсия, в отличие от отражения

координат, необходима для параметризации однородного 𝑑–мерного простран­

ства конформной группы. По этим причинам симметрия в виде отражения
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координат может быть учтена стандартной конструкцией смежных классов

и потому не будет обсуждаться далее. Наоборот, учёт симметрии в виде ин­

версии координат будет играть ключевую роль при разрабатывании способа

применения конструкции смежных классов к построению конформно инва­

риантных теорий.

Как известно, 𝑑–мерным однородным пространством конформной груп­

пы является сфера 𝑆𝑑, которая эквивалентна Евклидову пространству, допол­

ненному точкой на бесконечности. В частности, как видно из формулы (2.6),

инверсия меняет местами начало координат и бесконечно удаленную точку.

Заметим далее, что стандартный атлас сферы состоит из двух карт с начала­

ми координат в южном (𝑆) и северном (𝑁) полюсах сферы соответственно.

В частности, по аналогии с конструкцией, изложенной в разделе 1, данные

карты могут быть “созданы” путём действия трансляций и специальных кон­

формных преобразований на 𝑆 и 𝑁 соответственно. Данное наблюдение так­

же окажется принципиально важным для дальнейшего построения.

2.3. Невозможность применения стандартной техники

Покажем, что стандартная конструкция смежных классов не применима

для построения конформно инвариантных теорий. Следуя алгоритму приме­

нения конструкции смежных классов, изложенному в главе 1, сначала необхо­

димо определить группу стабильности произвольной точки однородного про­

странства конформной группы. В целях удобства, рассмотрим группу ста­

бильности как северного, так и южного полюсов сферы,

𝑆 : 𝑆𝑑 = Conf(𝑑)/(𝑆𝐺(𝑑) × 𝑃 ) ,

𝑁 : 𝑆𝑑 = Conf(𝑑)/(𝑆𝐺(𝑑) ×𝐾) ,
(2.9)

где 𝑆𝐺(𝑑) = 𝑆𝑂(𝑑) × 𝐷 , 𝑃 = {𝑒𝑖𝑃𝜇𝑦
𝜇} является подгруппой трансляций,

и 𝐾 = {𝑒𝑖𝐾𝜈𝑦
𝜈} . Далее, для получения 1–форм Маурер–Картана необходи­
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мо взять логарифмическую производную одного из выписанных выше фак­

тор–пространств. Однако, этот шаг оказывается невозможно совершить, по­

скольку оба фактор–пространства включают инверсию. При этом исключить

последнюю из них невозможно, поскольку в этом случае соответствующие

фактор–пространства не были бы изоморфны всей сфере. Таким образом

видно, что стандартная техника в прямом виде не применима к построению

конформно–инвариантных теорий.

Чтобы обойти обнаруженную проблему, можно было бы попробовать

применить конструкцию смежных классов к построению представлений груп­

пы, получаемой из Conf(𝑑) путём исключения инверсии. В этом случае поля

теории будут определены на обычном Евклидовом пространстве, и соответ­

ствующее фактор–пространство имеет вид (2.1). Однако, как уже отмечалось

выше, подобное фактор–пространство не является однородно редуктивным,

и потому получаемые из него формы Маурер–Картана не могут быть исполь­

зованы для построения инвариантных лагранжианов. Чтобы исправить эту

проблему, можно расширать фактор–пространство (2.1) до (2.2) [23–25]. Тем

не менее, это приводит к появлению двух новых проблем. Первая из них

заключается в том, что подобный шаг является ad hoc прискрипцией, и по­

тому оставляет вопрос интерпретации 𝑦𝜈 открытым. Действительно, с одной

стороны, рассматривать 𝑦𝜈 в качестве поля неестественно, поскольку (не на­

рушенные) конформные теории поля не обязаны содержать подобную моду.

С другой стороны, рассматривать их как дополнительные координаты также

неестественно, поскольку получаемые таким образом поля будет зависеть от

2𝑑 координат, в то время как физически интересные теории определены на

𝑑–мерном многообразии.

Вне зависимости от возможности решения первой проблемы, вторая про­

блема показывает противоречивость подобного подхода. Чтобы обнаружить

её, необходимо подействовать специальным конформным преобразованием на

фактор–пространство (2.2) и, таким образом, найти закон преобразования ко­
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ординат (данная формула будет доказана в разделе 2.5)

𝑥′𝜇 =
𝑥𝜇 + 𝑏𝜇𝑥2

1 + 2𝑏𝜇𝑥𝜇 + 𝑏2𝑥2
, (2.10)

где 𝑏𝜇 являются параметрами применённого специального конформного пре­

образования, а 𝑥′𝜇 — новые координаты. Как видно, проблема заключается в

том, что точка, для которой знаменатель в (2.10), обращается в ноль отобра­

жается на бесконечность, в то время как ни одна из точек R𝑑 не отображается

обратно на её место. Таким образом, действие специальных конформных пре­

образований на R𝑑 не соответствует изоморфизму из R𝑑 в R𝑑, и потому закон

преобразования координат под действием специальных конформных преоб­

разований является плохо определённым. Данную проблему можно попро­

бовать обойти путём ограничения области определения полей на некоторую

окрестность начала координат и рассматрением специальных конформных

преобразований с малыми значениями параметра 𝑏𝜇. Однако, подобный шаг

делает плохо определенным действие трансляций на фактор–пространство

(2.2), что показывает его неприменимость. Таким образом, единственный спо­

соб решения выявленных проблем — это возвращение к рассмотрению полей,

определённых на сфере и, соответственно, построению представлений полной

конформной группы.

2.4. Двух–орбитная техника

Чтобы установить, как необходимо применять конструкцию смежных

классов к построению конформно–инвариантных теорий на сфере, заметим

следующее: все проблемы, выявленные в предыдущем разделе, возникли в

следствие того, что атлас 𝑆𝑑 должен состоять как минимум из двух коорди­

натных областей. Действительно, как было описано в главе 1, для группы

Ли 𝐺, не содержащей дискретных элементов, можно ввести координаты на

𝐺, и, следовательно, также и на фактор–пространстве 𝐺/𝐻. Далее заметим,
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что произвольное однородно пространство 𝐺, 𝒜, изоморфно 𝐺/𝐻, где 𝐻 яв­

ляется группой стабильности произвольно выбранной точки 𝒜. Тогда, если

𝒜, как многообразие, может быть покрыто одной картой, то введённые на 𝒜

координаты посредством изоморфизма 𝒜 и 𝐺/𝐻 являются хорошо опреде­

ленными на всём 𝒜 (можно рассмотреть бесконечно малое смещение любой

точки). Однако если разрешить 𝐺 содержать дискретные элементы, то это

уже не обязательно так. Например, для конформной группы и её однородно­

го пространства 𝑆𝑑 дифференциалы координат, введённые через изоморфизм

(2.9), становятся сингулярными около одного из полюсов сферы.

Данное наблюдение позволяет предложить следующую процедуру по­

строения конформно–инвариантных теорий. Рассмотрим фактор–простран­

ство, получаемое факторизацией Conf(𝑑) подгруппой, оставляющей оба по­

люса сферы на месте с точностью до их отображения друг в друга,

𝑔𝐻 = Conf(𝑑)/(𝑆𝑂(𝑑) ×𝐷 × 𝐼) = 𝑒𝑖𝑃𝜇𝑥
𝜇

𝑒𝑖𝐾𝜈𝑦
𝜈

. (2.11)

Если рассматривать 𝑥𝜇 и 𝑦𝜈 как независимые координаты, то фактор–про­

странство (2.11), как групповое многообразие, имеет размерность 2𝑑. Однако,

если потребовать, чтобы 𝑥𝜇 и 𝑦𝜈 были связаны между собой картой сшивки

координатных областей вокруг северного и южного полюсов сферы,

𝑦𝜈(𝑥) =
𝑥𝜈

𝑥2
, �⃗� ̸= 0⃗ , (2.12)

и наоборот, фактор–пространство (2.11) становится изоморфным сфере 𝑆𝑑.

Последнее и является тем пространством, на котором определены конформ­

ные теории поля. В данной прискрипции 𝑦𝜈, фактически, рассматриваются

как координаты вокруг северного полюса сферы, а условие (2.12) являет­

ся стандартным способом сшивки двух пространств с целью получению но­

вого. В частности, подобный способ часто используется в так называемой

“перестройке Морса”, известной также как теории “хирургии” многообразий

[62, 63].
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Таким образом, для построения конформно–инвариантных теорий мож­

но придерживаться следующего алгоритма:

∙ Начать с однородно редуктивного фактор–пространства (2.11), в кото­

ром 𝑥𝜇 рассматриваются как координаты, а 𝑦𝜈 — как поле.

∙ Найти однородно преобразующиеся величины (дифференциальные фор­

мы Маурер–Картана) для фактор–пространства (2.11).

∙ Строить конформно–инвариантные теории как 𝑆𝐺(𝑑)–инвариантные ком­

бинации однородно преобразующихся величин с дополнительным тре­

бованием, что получаемые лагранжианы допускают (2.12) в качестве

решения. Это требование гарантирует, что построенные таким образом

теории действительно определены на сфере, а не 2𝑑–мерном многообра­

зии.

Стоит подчеркнуть, что данная процедура подразумевает, что только 𝑥𝜇 яв­

ляются независимыми координатами, и потому всё поля должны вводиться

только как функции 𝑥𝜇. В контексте установления изоморфизма между 𝑆𝑑 и

фактор–пространством (2.11), последнее можно рассматривать как действую­

щее на северный и южный полюса сферы одновременно. При этом требование

(2.12) факторизует получаемые при этом точки по действию инверсии (иначе

говоря, сшивает координатные области вокруг северного и южного полюсов),

и тем самым делает итоговое пространство изоморфным 𝑑–мерной сфере. По­

добная интерпретация предлагаемой техники, основанная на методе индуци­

рованных представлений, и является причиной, по которой разрабатываемой

подход был назван “двух–орбитной” техникой.

Прежде чем применить описанную выше процедуру к построению кон­

формно–инвариантных лагранжианов, следует прокомментировать следую­

щие вопросы.

Во–первых, хотя изложенные выше соображения позволяют в некоторой
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степени обосновать предлагаемую конструкцию, ей, тем не менее, не достаёт

строгого математического обоснования. В секции 2.6 будет показано, что ис­

пользование фактор–пространства (2.11) и условия (2.12) напрямую следует

из метода индуцированных представлений в случае, когда атлас рассматри­

ваемого многообразия должен состоять более чем из одной карты. А имен­

но, в ней показано, что предлагаемая конструкция позволяет ввести атлас на

𝑆𝑑. Данный подход предоставляет наиболее полное и строгое математическое

обоснованием предлагаемой конструкции.

Во–вторых, в предлагаемом подходе 𝑥𝜇 и 𝑦𝜈 выполняют различные ро­

ли: 𝑥𝜇 являются независимыми координатами, в то время как 𝑦𝜈 является

полем. Введение такой прискрипции обосновано в разделе 2.6 при помощи

метода индуцированных представлений. Однако стоит заметить, что роли 𝑥𝜇

и 𝑦𝜈, конечно, можно поменять местами, поскольку каждая из них позволяет

покрыть координатной сеткой все многообразие за исключением одного из

полюсов сферы.

Далее следует заметить, что условие (2.12) может противоречить сим­

метриям, или что лагранжианы, допускающие (2.12) в качестве решения, не

существуют. В следующем разделе показано, что, на самом деле, условие

(2.12) не только согласовано с симметриями, но и требуется ими. Также в

разделе 2.5 показано, что предлагаемый подход позволяет воспроизвести все

известные конформно–инвариантные теории, а также их свойства.

Наконец заметим, что в рассуждениях, приведших к фактор–простран­

ству (2.11), нигде не было заложено, что оно должно было оказаться одно­

родно редуктивным. Причина, по которой это произошло, а также почему,

как будет показано ниже, закон преобразования координат и полей не будут

зависеть от присутствующего в фактор–пространство параметра 𝑦𝜈, будет

объяснено в разделе 2.6.2.
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2.5. Согласованность с симметриями

Один из двух способов, позволяющих показать, что условие (2.12) следу­

ет из симметрийных соображений, основан на сравнении применения двухша­

говой и прямой схем индуцирования представлений. А именно, рассмотрим

следующие два способа индуцирования представления 𝑆𝐺(𝑑) до представле­

ния конформной группы:

𝑆𝐺(𝑑) : (𝜓) →

⎡⎣ 𝑆𝐺(𝑑) ×𝐾 : (𝑦𝜈, 𝜓(𝑦))

𝑆𝐺(𝑑) × 𝑃 : (𝑥𝜇, 𝜓(𝑥))
→

⎡⎣ Conf(𝑑) : (𝑥𝜇, 𝑦𝜈(𝑥), 𝜓(𝑥))

Conf(𝑑) : (𝑦𝜈, 𝑥𝜇(𝑦), 𝜓(𝑦))
,

(2.13)

где стрелочки обозначают направление индуцирования представления, а в

круглых скобках даны элементы представления на соответствующем шаге.

На последнем этапе необходимо ввести действие 𝐼 как инверсии координат,

что также расширяет область определения полей до сферы. С другой сто­

роны, можно индуцировать представление 𝑆𝐺(𝑑) до представления Conf(𝑑)

напрямую. В соответствии с теоремой индуцирования по шагам [1, 64], по­

лучающиеся в результате представления должны быть эквивалентны. Тогда,

в силу транзитивности, оба представления в (2.13) должны быть также эк­

вивалентны. Это возможно только в том случае, если 𝑦𝜈 и 𝑥𝜇 связаны кар­

той сшивки (2.12), что позволяет переходить между двумя представлениями

в (2.13) при помощи замены координат (2.12). Таким образом, явный вид

функций 𝑦𝜈(𝑥) и 𝑥𝜇(𝑦) в верхней и нижней схемах индуцирования представ­

лений соответственно оказывается фиксирован симметриями — они должны

даваться картой сшивки координатных областей (2.12).

Заметим далее, что схема индуцирования представления, ведущая к фак­

тор–пространству (2.11), имеет вид

𝑆𝐺(𝑑) : (𝜓) → 𝑆𝐺(𝑑) × 𝐼 : (𝜓) → Conf(𝑑) : (𝑥𝜇, 𝑦𝜈, 𝜓(𝑥, 𝑦)) . (2.14)

Действительно, в данном случае факторизация по действую инверсии проис­

ходит сразу, как это и предлагалось в предыдущем разделе. При подобном
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выборе метода индуцирования представления вводимые поля является, фор­

мально, функцией 2𝑑 параметров. Однако здесь необходимо заметить, что

поскольку на промежуточном этапе 𝑆𝐺(𝑑) дополняется инверсией, необхо­

димо факторизовать 𝑥𝜇 и 𝑦𝜈 не только под действием 𝑆𝐺(𝑑) [1], но и под

действием 𝐼. В частности, данный шаг подразумевает под собой выработку

соответствующей функциональной меры. Последнее является сложной мате­

матической задачей, поскольку, как показывает (2.8), трансляции и специаль­

ные конформные преобразования связаны между собой действием инверсии,

по действию которой и происходит факторизация. Вместо того, чтобы пытать­

ся решать данную задачу напрямую, можно опять воспользоваться теоремой

об индуцировании по шагам. А именно, она гарантирует, что представления,

получаемые при помощи схем (2.13) и (2.14), эквивалентны. Это позволяет

перейти от представления, предлагаемого схемой (2.14), к эквивалентному, в

котором 𝑥𝜇 являются независимыми координатами, а 𝑦𝜈 являются полями,

чьи уравнения движения должны допускать (2.12) в качестве решения. В

частности, это также показывает, что поля могут быть введены как функции

𝑥𝜇 с самого начала.

Таким образом, геометрические соображения, использованные в преды­

дущем разделе, с одной стороны, и метод индуцированных представлений с

другой стороны, находятся в полном согласии друг с другом. Данный резуль­

тат является полностью ожидаемым, поскольку, как было упомянуто в главе

1, обсуждаемые техники основываются на одной и той же идее [1, 2].

Второй способ показать, что условие (2.12) требуется симметриями, за­

ключается в изучении трансформационных свойств форм Маурер–Картана

для фактор–пространства (2.11),

𝑔−1
𝐻 𝑑𝑔𝐻 = 𝑖𝑃𝜇𝜔

𝜇
𝑃 + 𝑖𝐾𝜈𝜔

𝜈
𝐾 + 𝑖𝐷𝜔𝐷 + 𝑖𝐿𝜇𝜈𝜔

𝜇𝜈
𝐿 . (2.15)



59

Прямое вычисление даёт

𝜔𝜇𝑃 = 𝑑𝑥𝜇 , 𝜔𝐷 = 2𝑦𝜌𝑑𝑥
𝜌 ,

𝜔𝜈𝐾 = 𝑑𝑦𝜈 + 2𝑦𝜌𝑑𝑥
𝜌𝑦𝜈 − 𝑦2𝑑𝑥𝜈 , 𝜔𝜇𝜈𝐿 = −2𝑦𝜇𝑑𝑥𝜈 .

(2.16)

Поскольку фактор–пространство (2.11) однородно редуктивно, действие всех

непрерывных симметрий на формы Маурер–Картана хорошо определено. Так­

же, как можно убедиться прямым вычислением, ни одно из них не переме­

шивает между собой 1–формы 𝜔𝜇𝑃 и 𝜔𝜈𝐾 . Однако, помимо непрерывных сим­

метрий, необходимо также изучить трансформационные свойства форм под

действием дискретных элементов, а именно, инверсии. Действие последней

на формы Маурер–Картана эквивалентно применению группового автомор­

физма (2.7), поэтому имеем

𝜔𝜇𝑃 → 𝜔𝜇𝐾 , 𝜔𝜈𝐾 → 𝜔𝜈𝑃 , 𝜔𝐷 → −𝜔𝐷 , 𝜔𝜇𝜈𝐿 → 𝜔𝜇𝜈𝐿 . (2.17)

Как видно из приведённых формул, действие инверсии меняет местами фор­

мы Маурер–Картана для трансляций и специальных конформных преобра­

зований. Поскольку инверсия является симметрией теории, то получаемые в

рамках конструкции смежных классов лагранжианы должны быть инвари­

антны относительно такого преобразования. Чтобы понять следствия данно­

го требования, заметим, что автоморфизм (2.7) также порождает следующее

отображение сферы в себя,

𝑆𝑑 → 𝑆𝑑 : ∀ 𝑠 ∈ 𝑆𝑑 → 𝐼 𝑠 . (2.18)

Как можно легко понять, данное отображение меняет местами координат­

ные сетки вокруг северного и южного полюсов сферы. Заметим далее, что,

поскольку 𝑥𝜇 и 𝑦𝜈 определены как координаты в соответствующих областях,

то автоморфизм (2.7) также меняет их роли. Таким образом, чтобы получить

трансформированный лагранжиан (под действием инверсии), можно взять то

же самое внешнее произведение дифференциальных форм, только для фак­
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тор–пространства

𝑔𝐻 = 𝑒𝑖𝐾𝜈𝑦
𝜈

𝑒𝑖𝑃𝜇𝑥
𝜇

, (2.19)

с поменянными ролями 𝜔𝜇𝑃 и 𝜔𝜈𝐾 . Полученный подобным образом лагранжиан

и изначальный должны совпадать, что возможно только в том случае, если

новая трансляционная форма Маурер–Картана, 𝜔𝜈𝐾 = 𝑑𝑦𝜈, является пуллб­

эком старой, 𝜔𝜇𝑃 = 𝑑𝑥𝜇, после замены координат (2.18). Это означает, что

𝑦𝜈(𝑥) должно даваться картой сшивки (2.12), что совпадает с результатом

предыдущего подхода.

Заметим также, что требование (2.12) согласовано со всеми симметрия­

ми. Действительно, как можно убедиться, (2.12) зануляет форму Маурер–Кар­

тана 𝜔𝜈𝐾 . Последняя преобразуется однородно под действием всех непрерыв­

ных элементов конформной группы, и потому требование (2.12) является ин­

вариантным. Наконец, действие инверсии приводит к только что обсужден­

ной замене ролей 𝑥𝜇 и 𝑦𝜈, что также согласовано с симметриями.

Приведенное в настоящем разделе рассмотрение показывает, что усло­

вие (2.12), введёное ранее как способ уменьшения размерности фактор–про­

странство (2.11), на самом деле следует из симметрийных соображений. Та­

ким образом, при построение конформно инвариантных теорий разрешены

только такие 𝑆𝐺(𝑑)–инвариантные лагранжианы, которые допускают (2.12)

как решение уравнений движений. Это является принципиально новым тре­

бованием, возникающим при применении конструкции смежных классов к

построению конформно инвариантных теорий. Подчеркнём, что оно не имеет

аналога в стандартной конструкции смежных классов.
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2.6. Применение двух–орбитной техники

2.6.1. Воспроизведение представлений конформной группы

Прежде чем приступить к построению конформно–инвариантных тео­

рий, необходимо убедиться, что представления конформной группы правиль­

но воспроизводятся в рамках предложенной конструкции. Как следует из

формулы (2.14) и последующей дискуссии, поля материи 𝜓 вводятся как

(неприводимые) представления группы 𝑆𝐺(𝑑). Таким образом, они однознач­

но характеризуются значениями спина 𝑠 и масштабной размерности ∆𝜓, как

это и должно быть.

Как следует из изложенной в главе 1 техники, чтобы определить закон

преобразования полей под действием конформной группы, следует взять про­

извольный элемент последней, 𝑔 ∈ Conf(𝑑), и привести произведение 𝑔 и 𝑔𝐻

к стандартному виду,

𝑔𝑔𝐻 = 𝑒𝑖𝑃𝑥
′(𝑥,𝑔)𝑒𝑖𝐾𝑦

′(𝑥,𝑔)𝑒𝑖𝐷𝜎(𝑥,𝑔)𝑒𝑖𝐿𝜔(𝑥,𝑔) . (2.20)

Заметим, что в силу коммутационных соотношений конформной алгебры па­

раметры при генераторах в правой части выписанного уравнения являются

функциями от 𝑥𝜇 и 𝑔, но не 𝑦𝜈. Из приведённой выше формулы также следует,

что под действием 𝑔 поля материи и координаты преобразуются следующим

образом:

𝜓(𝑥) → 𝑅𝑒𝑝(𝑒−𝑖𝐷𝜎(𝑥,𝑔
−1), 𝑒−𝑖𝐿𝜇𝜈𝜔

𝜇𝜈(𝑥,𝑔−1))𝜓(𝑥) , (2.21)

𝑥𝜇 → 𝑥′𝜇(𝑥, 𝑔−1) . (2.22)

где 𝑅𝑒𝑝(·) обозначает представление 𝑆𝐺(𝑑), соответствующее 𝜓. Можно лег­

ко убедиться, что из приведенных формул следуют стандартные законы пре­

образований 𝑥𝜇 и 𝜓 под действием дилатаций и преобразований Лоренца —

появляющиеся в правой части выражения (2.20) параметры 𝜎 и 𝜔𝜇𝜈 не зави­

сят от координат, 𝑥𝜇 является вектором с масштабной размерностью −1, а 𝜓
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является полем со спином 𝑠 и масштабной размерностью ∆𝜓. Далее, чтобы

определить действие специальных конформных преобразований, необходимо

подействовать элементом 𝑔 = 𝑒𝑖𝐾𝜈𝑏
𝜈 , где 𝑏𝜈 является свободным параметром,

на фактор–пространство (2.11). Прямое вычисление показывает, что в инфи­

нитеземальном виде 𝜎, 𝜔𝜇𝜈 и 𝑥′𝜇 даются выражениями

𝜎 = 2𝑏𝜇𝑥
𝜇 , 𝜔𝜇𝜈 = 𝑏𝜇𝑥𝜈 − 𝑏𝜈𝑥𝜇 , 𝑥′𝜇 = 𝑥𝜇 + 2𝑏𝜈𝑥

𝜈𝑥𝜇 − 𝑥2𝑏𝜇 , (2.23)

которые совпадают с хорошо известным стандартными выражениями для

данных величин. Тогда групповое свойство гарантирует, что они будут сов­

падать также и на полном нелинейном уровне. Подстановка полученных вы­

ражений обратно в (2.21) и (2.22) показывает, что предлагаемая конструк­

ция правильно воспроизводит представления конформной группы. В частно­

сти, получаемые таким образом поля являются так называемыми квази–при­

марными. Действительно, они принадлежат неприводимому представлению

𝑆𝐺(𝑑), а также, как это следует из формул (2.21) и (2.23), �̂�𝜇𝜓(0) = 0. Таким

образом, 𝜓 являются квази–примарными полями по определению.

Заметим также, что 𝑦𝜈 необходимо рассматривать именно как поле. В

противном случае, то есть если фиксировать (2.12) с самого начала, действие

трансляций на фактор–пространство (2.11) становится несогласованным с ат­

ласной структурой. А именно, при действии трансляций координаты будут

сдвигаться, в то время как 𝑦𝜈 будет оставаться неизменным, что приводит

к нарушению условия (2.12). Наоборот, если рассматривать 𝑦𝜈 как поле, то

функциональная зависимость (2.12) будет оставаться справедливой при дей­

ствии любого элемента из группы Пуанкаре.

2.6.2. Построение конформно–инвариантных теорий

Перейдём теперь к построению конформно–инвариантных лагранжиа­

нов. В настоящей работе рассмотрение будет ограничено случаем, когда про­

изводные полей входят в лагранжиане не более чем квадратично, а также не
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содержат высших производных полей. Данное ограничение введено в связи

с тем, что именно подобные теории представляют наибольший физический

интерес.

Пусть 𝜓 является некоторым полем. Тогда соответствующее ему 1–фор­

ма имеет вид [7]

𝐷𝜓 = 𝜕𝜇𝜓𝑑𝑥
𝜇 + 2𝑦𝜈(𝜂𝜇𝜈∆ + 𝑖�̂�𝜇𝜈)𝜓𝑑𝑥

𝜇 , (2.24)

где ∆ и �̂�𝜇𝜈 являются представлениями 𝐷 и 𝐿𝜇𝜈, соответствующих 𝜓. Тогда,

как следует из предыдущего обсуждения, конформно инвариантные лагран­

жианы должны строиться как 𝑆𝐺(𝑑)–инвариантные внешние произведения

𝐷𝜓, 𝜓, 𝜔𝜇𝑃 , и 𝜔𝜈𝐾 (или соответствующих ковариантных производных), допус­

кающих (2.12) как решению уравнений движения 𝑦𝜈.

С целью пояснения использования предлагаемой конструкции, построе­

ние конформно–инвариантных теорий будет произведено в три этапа, начи­

ная с самого простого случая и заканчивая самым общим. Также всюду в

дальнейшем предполагается, что 𝑑 ≥ 2. В частности, при 𝑑 = 2 под конформ­

ной группой понимается набор элементов (2.5), без расширения на бесконеч­

номерный вариант [65–67].

Рассмотрим сначала случай, когда поля материи отсутствуют. Соответ­

ствующие лагранжианы описывают элемент объёма, который можно также

рассматривать как “кинетический” член 𝑦𝜈,

ℒ𝑦 = ℒ𝑘𝑖𝑛(𝜔𝜇𝑃 , 𝜔
𝜈
𝐾) , (2.25)

где ℒ𝑘𝑖𝑛(𝜔𝜇𝑃 , 𝜔𝜈𝐾) является произвольной 𝑆𝐺(𝑑)–инвариантной комбинацией

внешних произведений 𝜔𝜈𝐾 и 𝜔𝜇𝑃 . Заметим, что поскольку масштабная раз­

мерность 𝜔𝜈𝐾 равна единице, то при 𝑑 > 2 вариация (2.25) по отношению к 𝑦𝜈

будет всегда пропорциональна 𝜔𝜈𝐾 . Следовательно, вне зависимости от явного

вида ℒ𝑦, подобные теории всегда имеют решения

𝜔𝜈𝐾 = 0 ⇒ 𝑦𝜈 = 0 ∪ 𝑦𝜈 =
𝑥𝜈

𝑥2
. (2.26)
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В случае 𝑑 = 2, единственная 𝑆𝐺(𝑑)–инвариантная комбинация форм Мау­

рер–Картана оказывается полной производной,

𝜀𝜇𝜈 𝜔
𝜇
𝑃 ∧ 𝜔𝜈𝐾 = 𝜕𝜇𝑦

𝜇 𝑑𝑥1 ∧ 𝑑𝑥2 , (2.27)

где 𝜀𝜇𝜈 — тензор Леви–Чивита. Таким образом, подобные лагранжианы не

налагают ограничений на динамику 𝑦𝜈, и, следовательно, требование, что­

бы 𝑦𝜈 давалось картой сшивки координатных областей вокруг полюсов сфе­

ры, выполнено в данном случае. Поскольку лагранжианы вида (2.25) всегда

удовлетворяют требованиям предлагаемой конструкции, в дальнейшем они

будут всюду опускаться.

Заметим также, что выражение (2.12) обязано являться решением диф­

ференциальных уравнений 𝜔𝜈𝐾 = 0 в силу симметрийных соображений. Дей­

ствительно, данные уравнения конформно–инвариантны, а выражения (2.12)

и 𝑦𝜈 = 0 являются единственными функциями, имеющими такую же симмет­

рию. Следовательно, решения данных уравнений обязаны даваться выраже­

ниями, приведёнными в (2.26).

В качестве второго шага рассмотрим случай, когда поля материи 𝜓𝑎 вза­

имодействуют с 𝑦𝜈 только через ковариантную производную первых. Обозна­

чим через ℒ𝜓 лагранжиан соответствующей теории, тогда вариация действия

по 𝑦𝜌, после тривиальных преобразований, приводит к уравнениям

2
𝛿𝐿

𝛿𝐷𝜇𝜓𝑎
(∆𝜂𝜇𝜌 + 𝑖𝑆𝜇𝜌)𝜓𝑎 ≡ 𝑉𝜌 = 0 , (2.28)

где 𝑉𝜌 является “расширенным” вириальным током. Он включает в себя как

обычный вириальный ток 𝑉 (0)
𝜌 , так и член, пропорциональный 𝑦𝜈:

𝑉𝜌 ≡ 𝑉 (0)
𝜌 + 𝑉 (1)

𝜌𝜈 𝑦
𝜈 . (2.29)

Заметим, что в выписанном выше уравнении поля 𝜓 могут быть произвольны­

ми (но удовлетворяющие уравнениям движения на 𝜓), а также, что в нём нет

производных 𝑦𝜈. Следовательно, уравнение (2.28) на самом деле накладывает
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ограничения на структуру теории, а не на динамику 𝑦𝜈. А именно, уравнение

(2.28) показывает, что “расширенный” вириальный ток должен обращаться

в ноль. Оказывается, что для его зануления достаточно обращения в ноль

обычного вириального тока. Действительно, если 𝑉
(0)
𝜌 = 0, то это означает,

что в уравнение (2.28) тензорная (индексная) структура первого множите­

ля такова, что целое выражение зануляется вне зависимости от его явного

вида. Легко понять, что последнее также гарантирует обращение в ноль и

зависящей от 𝑦𝜈 части.

Таким образом, уравнения движения 𝑦𝜈 требуют, чтобы вириальный ток

теорий обращался в ноль. Последнее является хорошо известным свойством

конформных теорий поля [66, 68]. Более того, уравнение (2.28) показывает,

что 𝑦𝜈 должны исчезать из лагранжиана. В частности, с помощью явных

вычислений можно убедиться, что предлагаемый подход позволяет воспроиз­

вести лагранжианы таких конформных теорий поля, как теории безмассовых

скаляров, векторов и фермионов в пространстве двух, четырёх и произволь­

ной размерности (в других размерностях пространства вириальный ток соот­

ветствующих теорий не обращается в ноль).

В качестве примера применения предлагаемой техники рассмотрим, как

с её помощью можно воспроизвести лагранжиан Максвелла в 𝑑 = 4. В соот­

ветствии с формулой (2.24) ковариантная производная векторного поля имеет

вид

𝐷𝜇𝐴𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 + 2𝑦𝜌(𝛿𝜇𝜌𝛿
𝜆
𝜈 + 𝑖(𝑆(1)

𝜇𝜌 )𝜆𝜈)𝐴𝜆 , (2.30)

где 𝑆(1)
𝜇𝜌 является спин–1 представлением группы Лоренца. Тогда квадратич­

ный 𝑆𝐺(𝑑)–инвариантный лагранжиан может быть записан в виде

ℒ =
1

2
𝐶𝜇𝜈𝜆𝜌𝐷𝜇𝐴𝜈𝐷𝜆𝐴𝜌 , (2.31)

где 𝐶𝜇𝜈𝜆𝜌 является постоянным тензором, построенным из различных комби­

наций 𝛿𝜇𝜈, и симметричен при замене индексов (𝜇𝜈) ↔ (𝜆𝜌). Далее, требова­
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ние зануления вириального тока теории (2.31) приводит к условию

𝐶𝜇𝜈𝜆𝜌𝐷𝜆𝐴𝜌(𝛿𝜇𝜎𝐴𝜈 − 𝛿𝜇𝜈𝐴𝜎 + 𝛿𝜎𝜈𝐴𝜇) = 0 , (2.32)

Данное требование будет выполнено только в том случае, если 𝐶𝜇𝜈𝜆𝜌 анти­

симметричен по перестановке первых дух индексов. Таким образом, требова­

ние конформной инвариантности теории приводит к лагранжиану Максвел­

ла, как это и ожидалось. Примечательно, что полученная теория оказалась

также автоматически калибровочно–инвариантной.

Наконец, наиболее общий вид конформно инвариантных лагранжианов

получается, когда поля материи и 𝑦𝜈 могут перемешиваться произвольным

образом. Поскольку 𝜓 являются динамическими полями, то, по аналогии с

предыдущим рассуждением, (2.12) будет являться решением уравнений дви­

жений только в том случае, когда 𝑦𝜈 входит в лагранжиан через полную

производную. Таким образом, требуется изучить вопрос о том, когда члены

взаимодействия суммируются в полную производную. Необходимым услови­

ем для этого является возможность представления 𝑉
(0)
𝜌 в виде дивергенции

другого тензора. Действительно, в противном случае линейный по 𝑦𝜈 член

будет невозможно дополнить до полной производной. Данное требование ока­

зывается и достаточным условием. А именно, если обычный вириальный ток

является полной производной,

𝑉 (0)
𝜌 = 𝜕𝜇𝐿

𝜇
𝜌 , (2.33)

то следующий лагранжиан содержит 𝑦𝜈 только через полную производную,

ℒ =
1

2
𝐷𝜓 ∧ ⋆𝐷𝜓 + 𝜀𝜇0...𝜇𝑑

𝐿𝜇0
𝜈 𝜔

𝜈
𝐾 ∧ 𝜔𝜇1

𝑃 ∧ ... ∧ 𝜔𝜇𝑑

𝑃 , (2.34)

где ⋆ является оператором дуальности Ходжа. Чтобы убедиться в этом, рас­

смотрим случай, когда 𝜓 является векторным полем. Поскольку поля высших

спинов строятся как произведение спин–1 представлений, а также поскольку

поля с полуцелым спином, за исключением 1
2 , не представляют физического
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интереса, данное ограничение не влияет на потерю общности. Тогда в наибо­

лее общем виде теорию с квадратичным кинетическим членом можно запи­

сать в виде

1

2
𝐶𝜇𝑎𝜈𝑏(𝐷𝜇𝜓𝑎)(𝐷𝜈𝜓𝑏) ≡

≡ 1

2
𝐶𝜇𝑎𝜈𝑏

(︁
𝜕𝜇𝜓𝑎𝜕𝜈𝜓𝑏 + 2𝜕𝜇𝜓𝑎𝑦

𝜎(�̂�𝜎𝜈𝜓𝑏) + 𝑦𝜎𝑦𝜌(�̂�𝜎𝜈𝜓𝑏)(�̂�𝜌𝜇𝜓𝑎)
)︁
,

(2.35)

где 𝐶𝜇𝑎𝜈𝑏 также является произвольным тензором, построенным из комбина­

ций 𝛿𝜇𝜈, симметричным по перестановке индексов (𝜇𝑎) ↔ (𝜈𝑏). В целях удоб­

ства обозначений векторный индекс 𝜓 будет обозначаться латинской буквой.

Поскольку вириальный ток обязан быть полной производной,

𝐶𝜇𝑎𝜈𝑏𝜕𝜇𝜓𝑎�̂�𝜌𝜈𝜓𝑏 = 𝜕𝜇𝐿
𝜇
𝜌 , (2.36)

то должно выполняться

𝛿𝐿𝜇𝜌
𝛿𝜓𝑎

= 𝐶𝜇𝑎𝜈𝑏�̂�𝜌𝜈𝜓𝑏 . (2.37)

Чтобы продвинуться далее в доказательстве, необходимо использовать явный

вид 𝐿𝜇𝜎. Для поля спина 1, в общем случае, его можно записать в виде

𝐿𝜇𝜎 = 𝛼𝜓2𝛿𝜇𝜎 + 𝛽𝜓𝜇𝜓𝜎 , (2.38)

где 𝛼 и 𝛽 являются некоторыми постоянными. Тогда при помощи уравнений

(2.37) и (2.38) можно переписать третий член в (2.35) в виде

1

2
𝐶𝜇𝑎𝜈𝑏𝑦𝜌𝑦𝜎(�̂�𝜌𝜇𝜓𝑎)(�̂�𝜎𝜈𝜓𝑏) = ∆𝛼𝑦2𝜓2 +

𝛽

2

(︀
𝑦2𝜓2 + (2∆ − 𝑑)(𝑦𝜇𝜓

𝜇)2
)︀
. (2.39)

Также, подставляя (2.38) в последний член в (2.34), имеем

𝜀𝜇0...𝜇𝑑
𝐿𝜇0
𝜈 𝜔

𝜈
𝐾∧𝜔𝜇1

𝑃 ∧ ...∧𝜔𝜇𝑑

𝑃 = 𝑑𝑦𝜌∧�̃�𝜌+(2𝐿𝜇𝜌𝑦
𝜌𝑦𝜇−𝑦2𝐿𝜇𝜇)𝑑𝑥1∧ ...∧𝑑𝑥𝑑 , (2.40)

где �̃�𝜌 является дифференциальной формой такой, что

𝜕𝜇𝐿
𝜇
𝜌 = 𝑑�̃�𝜌 . (2.41)
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Полный лагранжиан (2.34) является суммой (2.35) и (2.40), которые, как мож­

но убедиться прямым вычислением, содержат 𝑦𝜈(𝑥) только через полную про­

изводную, 𝑑(𝑦𝜌�̃�𝜌).

Как показывает приведенное построение, класс масштабно инвариант­

ных теорий, которые, на самом деле, являются конформно инвариантными

после улучшения тензора энергии–импульса [61], описывается лагранжиана­

ми вида (2.34). Заметим, что поскольку члены взаимодействия 𝜓 с 𝑦𝜈 сумми­

руются в полную производную, то лагранжиан (2.34) можно разбить на две

части,

ℒ =
1

2
𝑑𝜓 ∧ ⋆𝑑𝜓 + 𝑑ℒ̃(𝑦, 𝜓) . (2.42)

Второй член в данном выражении является полной производной и потому мо­

жет быть опущен. Тогда первый член можно рассматривать как член Весса–

Зумина специально вида, который можно построить для теорий, определен­

ных на многообразии, атлас которых должен включать в себя более одной

карты. В частности, известные лагранжианы для безмассового скалярного

поля и так называемой векторной “теории эластичности” [69] являются при­

мерами подобных членов. А именно, они получаются путём отбрасывания

полной производной из их полного лагранжиана, который имеет вид (2.34).

Стоит отдельно подчеркнуть следующее наблюдение. Как известно, лагран­

жианы конформно инвариантных теории с ненулевым вириальным током пре­

образуются в себя под действием конформной группы с точностью до полной

производной. Выше было показано, что в рамках конструкции смежных клас­

сов подобные теории задаются лагранжианами вида (2.42). Таким образом,

второй член в (2.42) показывает в точности то выражение, которое необходи­

мо добавить к подобным теориям, чтобы они было строго инвариантны под

действием конформной группы.

Заметим, что полученные результаты позволяют предложить более про­

стую интерпретацию предлагаемой техники. А именно, в фактор–простран­
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стве (2.2) поле 𝑦𝜈 можно рассматривать как вспомогательное, нефизическое

поле, введённое только для применимости конструкции смежных классов.

Тогда физическими лагранжианами являются только те, которые содержат

𝑦𝜈 через полную производную, то есть не зависят от 𝑦𝜈. Таким образом, вос­

произвелось бы ключевое требование разработанной техники, а, значит, и все

её следствия. Хотя подобная интерпретация разработанной техники является

возможной, следует отметить, что она не является строгой. По этой причине

именно изложенные ранее геометрические и симметрийные соображения, а

также теоретико–групповое рассмотрение раздела 2.7 следует рассматривать

как фундамент предлагаемой конструкции.

Чтобы проиллюстрировать применение предлагаемой техники для по­

строения конформно инвариантных лагранжианов, рассмотрим, как с её по­

мощью воспроизводится теория 𝜙4 в 𝑑 = 4. В данном случае оказывается бо­

лее удобным работать в терминах ковариантных производных полей, нежели

соответствующих дифференциальных форм. Из вида однородно преобразую­

щихся 1–форм (2.24) и (2.16) следует, что ковариантные производные имеют

вид

𝐷𝜇𝜙 = 𝜕𝜇𝜑+ 2𝑦𝜇𝜙 , 𝐷𝜇𝑦
𝜈 = 𝜕𝜇𝑦

𝜈 + 2𝑦𝜇𝑦
𝜈 − 𝑦2𝛿𝜈𝜇 . (2.43)

В качестве отправной точки рассмотрим лагранжиан

ℒ =
1

2
𝐷𝜇𝜙𝐷

𝜇𝜙+
𝜆

4
𝜙4 , (2.44)

который явялется 𝑆𝐺(𝑑)–инвариантным и воспроизводит кинетический член

𝜙. Однако, поскольку (2.44) явно зависит от 𝑦𝜈, он не допускает (2.12) в

качестве решения, и, следовательно, его необходимо модифицировать. Чтобы

получить удовлетворяющий всем требованиям разработанной конструкции

лагранжиан, рассмотрим вириальный ток данной теории,

𝑉 (0)
𝜌 = 𝜕𝜇𝛿

𝜇
𝜌𝜙

2 . (2.45)

Поскольку он является полной производной, оказывается возможным при­
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вести лагранжиан (2.44) к виду (2.34). Таким образом, полный конформно

инвариантный лагражиан имеет вид

ℒ =
1

2
𝐷𝜇𝜙𝐷

𝜇𝜙+ 𝜙2𝐷𝜇𝑦
𝜇 +

𝜆

4
𝜙4 . (2.46)

Данный лагранжиан можно переписать в более удобном виде, схожем с (2.42),

ℒ =
1

2
(𝜕𝜇𝜙)2 +

𝜆

4
𝜙4 + 𝜕𝜇(𝑦𝜇𝜙2) . (2.47)

Видно, что первые два члена в полученном лагранжиане воспроизводят стан­

дартную теорию 𝜙4.

Подведём промежуточный итог. Предлагаемая техника воспроизводит

все свойства конформной инвариантности и лагранжианы хорошо известных

конформных теорий поля. Также она устанавливает специальную роль 𝑦𝜈 —

они являются полями, которые должны даваться выражением (2.12) на урав­

нениях движения. По этой причине 𝑦𝜈 может входить в лагранжиан только

через полную производную. Данное требование является принципиально но­

вым и не имеет аналога в стандартной технике смежных классов. Причина

его возникновения — наличие симметрии в виде инверсии координат, а роль —

гарантирование, что вириальный ток теории является дивергенцией от неко­

торого тензора.

2.7. Геометрическая интерпретация и однородная

редуктивность

В настоящем разделе будет дано строгое математическое обоснование

техники, предложенной в предыдущем разделе. Приведенная конструкция

расширяет стандартную технику применения конструкции смежных классов

на случай, когда атлас многообразия, на котором определена теория? обязан

содержать более одной карты. Также в ней исследован вопрос о том, для
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каких групп получаемое в результате разработанного подхода фактор–про­

странство является однородно редуктивным.

2.7.1. Геометрическая интерпретация

Пусть имеется некоторая группа 𝐺 и её однородное 𝑑 мерное простран­

ство. Тогда, как было обсуждено в главе 1, имеет место изоморфизм

𝒜 = 𝐺/𝐻0 , (2.48)

где 𝐻0 — группа стабильности произвольной точки из 𝒜. В случае общего

положения 𝐺/𝐻0 состоит как из непрерывных групповых элементов, так и

дискретных, которые будут обозначаться как 𝑒𝑖𝑃
(0)
𝜇 𝑥𝜇 и 𝑇𝑚, 𝑚 = 1, ...𝑛 , со­

ответственно. Поскольку стандартный случай хорошо известен, далее будет

предполагаться, что существует хотя бы один 𝑇𝑚. В этом случае в рамках

изоморфизма (2.48) дискретные симметрии отображаются в конечный набор

точек {𝑧𝑚}, в то время как 𝑒𝑖𝑃
(0)
𝜇 𝑥𝜇 изоморфно 𝒜∖{𝑧𝑚}. Тогда для произволь­

ной точки 𝑎 ∈ 𝒜 , 𝑎 /∈ {𝑧𝑚} имеем

𝑎 = 𝑒𝑖𝑃
(0)
𝜇 𝑐𝜇𝑧0 , (2.49)

где экспонента от трансляций рассматривается как оператор. В частности,

можно взять дифференциалы обоих частей выписанной формулы, что пока­

зывает, что координаты на 𝒜 ∖ {𝑧𝑚} являются хорошо определенными. С

другой стороны, для точки 𝑧𝑚 (2.49) имеет вид

𝑧𝑚 = 𝑇𝑚𝑧𝑜 . (2.50)

В отличие от предыдущего случая оказывается невозможным рассмотреть

бесконечно малое смещение подобной точки в силу невозможности взятия

дифференциала от дискретного элемента группы. Данное наблюдение пока­

зывает, что в подобных случаях 𝒜 не может быть покрыто одной хорошо

определенной координатной сеткой.
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Заметим, что группа стабильности 𝐻𝑚 точки 𝑧𝑚 имеет вид

𝐻𝑚 = 𝑇𝑚𝐻0𝑇
−1
𝑚 . (2.51)

Это позволяет рассмотреть 𝒜 также как фактор–пространство 𝐺/𝐻𝑚. Прове­

дение рассуждений, аналогичных сделанным в предыдущем параграфе, по­

казывает, что координаты, вводимые при помощи подобного изоморфизма,

хорошо определены всюду, за исключением точек 𝑧𝑘 , 𝑘 = 0, ..𝑛, 𝑛 ̸= 𝑚. По­

скольку 𝑧𝑚 может быть выбрано произвольно, то это означает, что можно

ввести координаты вокруг каждого из 𝑧𝑘. Однако, ни одни из подобных ко­

ординат не могут быть расширены на всё 𝒜.

Описанную выше структуру имеют многообразия, атлас которых дол­

жен состоять как минимум из 𝑛+ 1 координатной сетки. Заметим, что стан­

дартный подход к построению карт подобных многообразий заключается во

введении 𝑛+ 1 независимых координатных областей, и затем наложению на

них (𝑛+ 1)! соотношений эквивалентности, соответствующих картам сшивки

рассматриваемых областей. Из данного наблюдения следует, что фактор–про­

странство, описывающее 𝒜 как групповое многообразие, можно ввести сле­

дующим образом. Каждое из фактор–пространств

𝑔𝐻𝑘
= 𝐺/𝐻𝑘 = 𝑒𝑖𝑃

(𝑘)
𝜇 𝑥𝜇(𝑘) , (2.52)

с исключенными дискретными симметриями, соответствует координатной сет­

ке вокруг 𝑧𝑘. Тогда можно ввести 𝑛+ 1 независимых координатных областей

путём рассмотрения действия фактор–пространства, получаемого как произ­

ведение всех 𝑔𝐻𝑘
, на {𝑧𝑘} при условии, что каждый трансляционный гене­

ратор 𝑃
(𝑘)
𝜇 действует нетривиально только на точку 𝑧𝑘. Обозначим группу

стабильности всех 𝑧𝑘 как �̃�. Тогда в предположении, что 𝑇𝑚 перемешивает

точки 𝑧𝑘 между собой, это эквивалентно рассмотрению фактор–пространства

𝐺/�̃�,

𝑔�̃� = 𝑒𝑖𝑃
(0)
𝜇 𝑥𝜇(0)𝑒𝑖𝑃

(1)
𝜇 𝑥𝜇(1)...𝑒𝑖𝑃

(𝑛)
𝜇 𝑥𝜇(𝑛) . (2.53)
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Получаемое подобным образом многообразие имеет размерность 𝑑 × (𝑛 +

1). Далее, чтобы оно стало изоморфным 𝒜, необходимо ввести соотношения

эквивалентности

𝑥𝜇(𝑚) = 𝑇𝑚𝑥
𝜇
(0) (2.54)

для всех 𝑚. Данное требование склеивает 𝑛+ 1 координатных областей вме­

сте, тем самым вводя атласную структуру на 𝐺/�̃� и делая последнюю изо­

морфной 𝒜. Также, поскольку 𝑇𝑚 являются представлением𝐺, то (2.54) опре­

деляет все (𝑛+ 1)! карт сшивки согласованным образом. Более того, по этой

же причине (2.54) оказывается не только автоматически согласованно с дей­

ствиями 𝑇𝑚 на фактор–пространстве (2.53), но и также требуется ими. В

частности, именно по этой причине изучение трансформационных свойств

форм Маурер–Картана для конформной группы в разделе 2.4 привело в тре­

бованию (2.12).

Обсудим теперь вопрос о том, какие однородные пространства 𝒜 тре­

буют введения более двух координатных областей. Для этого прежде всего

заметим, что в изоморфизмах (2.52) каждую из координат можно изменять

непрерывно. В силу этого координатные области на 𝒜 должны быть изоморф­

ны односвязным областям в R𝑑. Тогда двухмерный тор 𝒯 2 является примером

однородного пространства, атлас которого должен содержать как минимум

три координатные области.2 К сожалению, автору не известно физически ин­

тересной группы 𝐺 и её подгруппы 𝐻 таких, что 𝒯 2 = 𝐺/𝐻3

Подводя итоги данного раздела, можно сказать, что определяющим свой­

ством фактор–пространства, используемого для построения представлений

группы 𝐺, является то, что оно должно вводить на 𝒜 атласную структу­

ру. Фактор–пространство (2.53) можно рассматривать действующим на все
2 Заметим, что если опустить требование об односвязности координатных областей, то тор можно

было бы покрыть двумя координатными областями.
3 Стоит отметить, что 𝒯 2 = R2/Z, где Z — группа целых чисел по отношению к сложению. Однако

в контексте изучаемых вопросов подобное представление тора не представляет интереса.
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точки 𝑧𝑚, но точки их орбит должны быть отождествлены в соответствии с

правилом (2.54). В частности, применение данной конструкции к конформной

группе приводит к фактор–пространству (2.11) и требованию (2.12).

2.7.2. Однородная редуктивность

В рамках введенной в предыдущем разделе конструкции обозначим че­

рез 𝐺𝑐 подмножество из 𝐺, получаемое из последнего путём исключения всех

дискретных и композитных (то есть включающих дискретные элементы) эле­

ментов. Например, для конформной группы данная процедура соответствует

исключению инверсии и специальных конформных преобразований. Предпо­

ложим далее, что 1) 𝐺𝑐 образуют группу, 2) 𝑃𝜇 ∈ 𝐺𝑐 , и 3) алгебра 𝐺𝑐, 𝐴𝐺𝑐,

является однородно редуктивной по отношению к разбиению

𝐴𝐺𝑐 = 𝑃𝜇 ⊕𝐻𝑎 , (2.55)

где 𝐻𝑎 дополняют 𝑃𝜇 до полного базисного набора генераторов 𝐴𝐺𝑐 . Как

будет видно из дальнейшего, данные ограничения достаточно общи. Целью

настоящего раздела является доказательство утверждения, что конструкция

смежных классов применима для построению 𝐺–инвариантных лагранжиа­

нов, если группа 𝐺 удовлетворяет перечисленным выше предположениям.

Для достижения поставленной цели сначала необходимо доказать два

технических утверждения. Первое из них заключается в том, что действие

𝐻 = {𝑒𝑖𝐻𝑎𝑏
𝑎} оставляет на месте не только 0⃗, но и все остальные 𝑧𝑚. Действи­

тельно, предположим противное — как минимум для одного 𝑘 действие 𝐻 на

𝑧𝑘 нетривиально. Тогда, поскольку 𝐻 является непрерывной группой, мож­

но рассмотреть бесконечно малые преобразования, 𝑒𝑖𝐻𝑎𝑏
𝑎. Беря 𝑏𝑎 достаточно

малым, можно гарантировать, что под действием 𝑒𝑖𝐻𝑎𝑏
𝑎

𝑧𝑘 отображается в

некоторую точку �⃗� ∈ 𝒜 ∖ {𝑧𝑚}. Поскольку последняя может быть получена

действием 𝑒𝑖𝑃𝜇𝑐
𝜇 на 0⃗ при некотором значении параметра 𝑐𝜇 , имеем

(𝑒−𝑖𝐻𝑎𝑏
𝑎

𝑒𝑖𝑃𝜇𝑐
𝜇

𝑒𝑖𝐻𝑎𝑏
𝑎

)𝑒−𝑖𝐻𝑎𝑏
𝑎

0⃗ = 𝑒𝑖𝑃𝜇𝑐
𝜇

0⃗ = 𝑧𝑘 , (2.56)
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где было использовано, что 𝐴𝐺𝑐 является однородно редуктивной, а также

что 𝐻 является группой стабильности 0⃗. Полученное соотношение показы­

вает, что 𝑧𝑘 может быть получено действием 𝑒𝑖𝑃𝜇𝑐
𝜇 ∈ 𝐺𝑐 на начало коор­

динат. Данный вывод противоречит условию, что в изоморфизме (2.48) 𝑧𝑘

отождествляется с элементом 𝑇𝑘. Данное противоречие доказывает справед­

ливость первого утверждения. В частности, схожим образом можно показать,

что 𝑇𝑚 перемешивает {𝑧𝑚} и 0⃗ только между собой.

Вторым утверждением является то, что автоморфизм

𝑊𝑚 : 𝐺→ 𝐺 , ∀𝑔 ∈ 𝐺→ 𝑇𝑚 𝑔 𝑇
−1
𝑚 , (2.57)

отображает 𝐻 в себя. Действительно, для фиксированного 𝑚 автоморфизм

(2.57) может быть рассмотрен как отображение 𝒜 в себя следующего вида,

𝒜 → 𝒜 : ∀ �⃗� ∈ 𝒜 → 𝑇𝑚�⃗� , (2.58)

где 𝑇𝑚 является представлением 𝑇𝑚, действующим на 𝒜. Как следует из до­

казанного выше утверждения, (2.58) перемешивает {𝑧𝑚} и 𝑧0 между собой.

Следовательно, поскольку 𝐻 является группой стабильности {𝑧0 , 𝑧𝑚}, авто­

морфизм (2.57) отображает 𝐻 в себя.

Немедленным следствием полученных результатов является то, что пол­

ный набор генераторов алгебры 𝐺 имеет вид

𝑃𝜇 , 𝐾(𝑚)
𝜇 ≡ 𝑇𝑚 𝑃𝜇 𝑇

−1
𝑚 , 𝐻𝑎 . (2.59)

Более того, поскольку 𝐴𝐺𝑐 является однородно редуктивной по отношению

к разбиению (2.55), также имеют место следующие соотношения:

[𝐾(𝑚)
𝜇 , 𝐻] = 𝑇𝑚[𝑃𝜇, 𝐻]𝑇−1

𝑚 ⊂ 𝐾(𝑚)
𝜇 . (2.60)

Таким образом, наличие автоморфизма (2.57) сильно ограничивает структу­

ру алгебры соответствующих групп. В частности, (2.59) и (2.60) правильно

воспроизводят структуру и коммутационные соотношения конформной алгеб­

ры.
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Как было показано в предыдущем разделе, для построения𝐺–инвариант-

ных лагранжианов необходимо использовать фактор–пространство (2.53). То­

гда, как следует из (2.60), данное фактор–пространство является однородно

редуктивным, и, более того, 1–формы Маурер–Картана 𝜔𝜇𝑃 и 𝜔𝜇
𝐾(𝑚) не пере­

мешиваются между собой под действием 𝐻. Таким образом, конструкция

смежных классов оказывается применимой для получения однородно преоб­

разующихся величин.

Заметим также, что из формулы (2.60) следует, что 𝐾(𝑚)
𝜇 не могут быть

включены в алгебру Картана 𝐴𝐺, если в неё включены все подходящие эле­

менты из �̃�. Следовательно, в подобных теориях поля вводятся как представ­

ления �̃�, что согласуется с техникой конструкции смежных классов. Дей­

ствие 𝑒𝐾
(𝑚)
𝜇 𝑏𝜇 на координаты и поля даётся аналогами выражений (2.21) и

(2.22) для левого действия 𝐺 на 𝐺/�̃�. Важно, что получаемые таким обра­

зом законы преобразований полей и координат будут зависеть от 𝑥𝜇 и 𝑏𝜇, но

не от 𝑦𝜇(𝑚), как это следует из (2.60).

Из вида коммутационных соотношений (2.60) следует, что существует

(𝑚+ 1)! способов индуцирования (в 𝑚 шагов) представления �̃� до представ­

ления 𝐺. Следовательно, таким же образом, как и для конформной группы,

может быть показано, что 𝑥𝜇(𝑚)следует рассматривать как функции 𝑥𝜇, чья

явная зависимость от координат должна даваться соотношениями (2.54).

Проведённое рассмотрение показывает, что конструкция смежных клас­

сов оказывается применимой к построению представлений групп, удовлетво­

ряющих указанным в начале данного раздела требованиям. Особенностью

применения конструкции смежных классов в подобных случаях является то,

что конструируемые лагранжианы должны быть не только �̃�–инвариантными

комбинациями форм Маурер–Картана, но и допускать (2.54) в качестве ре­

шения. Данное требование гарантирует, что дискретные симметрии действи­

тельно являются симметриями получаемой теории.
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2.8. Конформная группа в спонтанно нарушенной фазе

В начале этого раздела ещё раз уточним значение термина “спонтанно

нарушенная фаза”. Предположим, что рассматривается некоторая теория с

вакуумным состоянием |Φ⟩. Тогда, в соответствии со стандартной термино­

логией, генератор симметрий называется нарушенным, если он не анниги­

лирует вакуум. Если существует хотя бы один нарушенный генератор, то в

настоящей работе будет говориться, что теория находится в спонтанно нару­

шенной фазе. В противном случае теория находится в “ненарушенной” фазе.

Напомним также, что в фактор–пространстве, используемом в конструкции

смежных классов, присутствуют экспоненты не только от спонтанно нарушен­

ных генераторов, но и от просто неоднородно реализованных. Примерами по­

следних являются генераторы трансляций, а также генераторы специальных

конформных преобразований в описанной в предыдущем разделе процедуре

построения конформно инвариантных теорий в ненарушенной фазе.

2.8.1. Стандартная техника

Прежде чем перейти к процедуре построения конформно инвариантных

теорий в спонтанно нарушенной фазе при помощи двух–орбитной техники,

рассмотрим стандартное применение конструкции смежных классов в этом

случае. Помимо демонстрации канонического подхода к подобному построе­

нию, это будет также удобным местом для обсуждения физических сообра­

жений, почему намбу–голдстоуновское поле для специальных конформных

преобразований никогда не описывают “физических” степеней свободы в эф­

фективной теории.

Предположим, что в некоторой теории конформная симметрий была

спонтанно нарушена до симметрии Пуанкаре некоторым параметром порядка

Φ. Тогда, в соответствии с конструкцией смежных классов, следует рассмот­
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реть следующую схему спонтанного нарушения симметрий,

Conf(𝑑) → 𝑆𝑂(𝑑) . (2.61)

Соответствующее фактор–пространство имеет вид

𝑔𝑏𝑟 = 𝑒𝑖𝑃𝜇𝑥
𝜇

𝑒𝑖𝐾𝜈𝑦
𝜈(𝑥)𝑒𝑖𝐷𝜋(𝑥) . (2.62)

Следуя стандартной процедуре применения конструкции смежных классов

[7], величины 𝑦𝜈(𝑥) и 𝜋(𝑥) следует интерпретировать как намбу–голдстоунов­

ские поля, а 𝑥𝜇 как координаты Евклидова пространства.

Чтобы понять, что 𝑦𝜈 на самом деле не описывает независимую степень

свободы в эффективной теории, рассмотрим действие дилатаций и специаль­

ных конформных преобразований на параметр порядка,

�̂�Φ = ∆ΦΦ , �̂�𝜇Φ = 2𝑥𝜇∆ΦΦ , (2.63)

где ∆Φ является масштабной размерностью Φ, а также было учтено, что

Φ не нарушает трансляционной инвариантности. Из приведённой формулы

следует, что действие специальных конформных преобразований сводится к

координатно–зависимому действию дилатаций. Иначе говоря, специальные

конформные преобразования не имеют своего “собственного” действия на ва­

куум. Вспомним далее, что намбу–голдстоуновские поля описывают локаль­

ные возмущения вакуума. В совокупности с предыдущим наблюдением это

означает, что поля 𝑦𝜈 не нужны для описания всевозможных возмущений

вакуума [8, 9, 12, 70].

Чтобы учесть полученный результат в рамках конструкции смежных

классов, при построении эффективных лагранжианов используется обратный

эффект Хиггса. Это происходит следующим образом. Формы Маурер–Карта­

на для фактор–пространства (2.62),

𝑔−1
𝐻 𝑑𝑔𝐻 = 𝑖𝑃𝜇𝜔

𝜇
𝑃 + 𝑖𝐾𝜈𝜔

𝜈
𝐾 + 𝑖𝐷𝜔𝐷 + 𝑖𝐿𝜇𝜈𝜔

𝜇𝜈
𝐿 , (2.64)
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где 𝐿𝜇𝜈 являются генераторами преобразований Лоренца, имеют вид

𝜔𝜈𝐾 = 𝑒−𝜋(𝑑𝑦𝜈 + 2𝑦𝜌𝑑𝑥
𝜌𝑦𝜈 − 𝑦2𝑑𝑥𝜈) , 𝜔𝜇𝑃 = 𝑒𝜋𝑑𝑥𝜇 ,

𝜔𝐷 = 2𝑦𝜌𝑑𝑥
𝜌 + 𝑑𝜋 , 𝜔𝜇𝜈𝐿 = 𝑦𝜈𝑑𝑥𝜇 − 𝑦𝜇𝑑𝑥𝜈 .

(2.65)

Все из перечисленных форм, за исключением 𝜔𝜇𝜈𝐿 , преобразуются однородно

при действии непрерывных элементов конформной группы. По этой причине

можно потребовать зануления 1–формы 𝜔𝐷,

𝜔𝐷 = 0 ⇒ 𝑦𝜈 = −1

2
𝜕𝜈𝜋 , (2.66)

что позволяет выразить нефизическое поле 𝑦𝜈 через физическое, дилатон 𝜋.

Однако, как будет показано в следующем разделе, подобная прискрипция не

согласована с действием инверсии. В следствии этого стандартный подход к

построению эффективных лагранжианов с неоднородно реализованной кон­

формной симметрией не является математически строгим. Здесь стоит также

заметить, что стандартный подход частично обоснован “практикой примене­

ния” — с его помощью оказывается возможным воспроизвести все известные

эффективные лагранжианы, возникающие в подобных случаях.

Несмотря на указанный недостаток, продолжим изложение стандарт­

ной техники далее. Полученное в результате наложения обратного условия

Хиггса (2.66) выражение позволяет заменить во всех ковариантных производ­

ных поле 𝑦𝜈 на соответствующую частную производную 𝜋, и, таким образом,

строить теории с правильным количеством степеней свободы. А именно, из

форм Маурер–Картана (2.65) следуют выражения для тетрад 𝑒𝜇𝜈 , ковариант­

ной метрики 𝑔𝜇𝜈 и ковариантной производной 𝑦𝜈 (которая, на самом деле,

играет роль ковариантной производной дилатона),

𝜔𝜇𝑃 = 𝑒𝜇𝜈𝑑𝑥
𝜈 , 𝑔𝜇𝜈 ≡ 𝑒𝜆𝜇𝛿𝜆𝜌𝑒

𝜌
𝜈 = 𝑒2𝜋𝜂𝜇𝜈 ,

𝐷𝜇𝑦
𝜈|𝑖ℎ𝑐 = 𝑒−2𝜋

(︁1

2
𝜕𝜇𝜋𝜕

𝜈𝜋 − 1

2
𝜕𝜇𝜕

𝜈𝜋 − 𝛿𝜈𝜇𝜕𝜆𝜋𝜕
𝜆𝜋
)︁
.

(2.67)

Для произвольного поля материи 𝜓, однородно преобразующаяся 1–форма
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имеет вид [7, 34]

𝐷𝜓 = 𝑑𝜓 + 𝜔𝜇𝜈𝐿 �̂�𝜇𝜈𝜓 , (2.68)

где �̂�𝜇𝜈 является представлением 𝐿𝜇𝜈, соответствующим 𝜓. При наложении

обратного условия Хиггса (2.66) выписанная 1–форма приобретает вид

𝐷𝜇𝜓|𝑖ℎ𝑐 = 𝑒−𝜋
(︁
𝜕𝜇𝜓 +

1

2

(︀
𝛿𝜌𝜇𝜕

𝜆𝜋 − 𝛿𝜆𝜇𝜕
𝜌𝜋
)︀
�̂�𝜆𝜌𝜓

)︁
. (2.69)

Эффективные лагранжианы строятся как 𝑆𝑂(𝑑)–инвариантные комбинации

ковариантных производных (2.67) и (2.69). Все получаемые таким образом

теории будут автоматически конформно–инвариантными, а также содержать

единственную физическую степень свободы — дилатон 𝜋.

Описанная выше процедура построения эффективных лагранжианов со­

ставляет стандартный подход к построению эффективных теорий, возника­

ющих вследствие спонтанного нарушения конформной группы. Несмотря на

её практический успех, наложение условия (2.66) является её слабой сторо­

ной. С одной стороны, оно должно быть наложено для уменьшения степеней

свободы в теории. С другой стороны, с точки зрения конструкции смежных

классов остаётся не ясным вопрос о том, почему 𝑦𝜈 не может являеться фи­

зичекой степенью свободы. В частности, основываясь только на математиче­

ской конструкции, можно было бы предположить, что 𝑦𝜈, тем не менее, бу­

дет представлять физическую степень свободы или иметь иной физический

смысл [71].

2.8.2. Обобщение двух–орбитной техники

Обобщение установленной ранее техники построения конформно инвари­

антных лагранжианов в ненарушенной фазе на случай спонтанно нарушен­

ной конформной группы достаточно прямолинейно. А именно, поскольку кон­

формные теории поля определены на сфере, то 𝑦𝜈 должны выполнять роль

координат вокруг северного полюса сферы как в ненарушенной, так и спон­

танно нарушенной фазах. В частности, анализ трансформационных свойств
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форм Маурер–Картана для трансляций и специальных конформных преобра­

зований также привёл бы к выводу, что 𝑦𝜈 должны даваться картой сшивки

(2.12). Заметим также, что конформная симметрия является максимальной

пространственно–временной группой симметрий, которую могут иметь фи­

зически интересные теории [72, 73] (за исключением, конечно, суперсиммет­

рии). Таким образом, соответствующие теории всегда будут определены на

сфере, что однозначно фиксирует роль 𝑦𝜈 как координат вокруг северного

полюса сферы. Данное замечание также означает, что наиболее общая схема

спонтанного нарушения симметрий может быть записана в виде

Conf(𝑑) ×𝐺𝑖𝑛𝑡 → 𝐻 , (2.70)

где 𝐺𝑖𝑛𝑡 является некоторой группой внутренних симметрий и 𝐻 может вклю­

чать векторные подгруппы пространственно–временных и внутренних сим­

метрий.

Таким образом, симметрийные соображения однозначно фиксируют за­

висимость 𝑦𝜈 от координат в полной аналогии с результатом предыдущего

раздела. Следовательно, для построения эффективных теорий изложенную

в предыдущем разделе процедуру необходимо дополнить только введением

намбу–голдстоуновских полей для нарушенных генераторов. А именно, для

получения 𝐺 = Conf(𝑑) ×𝐺𝑖𝑛𝑡–инвариантных лагранжианов в спонтанно на­

рушенной фазе необходимо придерживаться следующего алгоритма. Сначала

вводится фактор–пространство 𝐺/𝐻, чей представитель имеет вид

𝑔𝐻 = 𝑒𝑖𝑃𝜇𝑥
𝜇

𝑒𝑖𝐾𝜈𝑦
𝜈

𝑒𝑖𝑍𝑎𝜉
𝑎

, (2.71)

где 𝑍𝑎 являются нарушенными генераторами, 𝜉𝑎 — соответствующие Намбу–

Голдстоуновские поля, 𝑎 может быть как внутренним, так и пространственно–

временным индексом, и было сделано предположение, что трансляции не

были спонтанно нарушены. Тогда при условии, что фактор–пространство

(2.71) является однородно редуктивным, все соответствующие ему формы
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Маурер–Картана, за исключением 𝜔𝑖𝐻 ,

𝑔−1
𝐻 𝑑𝑔𝐻 = 𝑃𝜇𝜔

𝜇
𝑃 +𝐾𝜈𝜔

𝜈
𝐾 + 𝑍𝑎𝜔

𝑎 +𝐻𝑖𝜔
𝑖
𝐻 , (2.72)

где 𝐻𝑖 являются генераторами алгебры 𝐻, преобразуются однородно под дей­

ствием всех непрерывных симметрий. При необходимости можно также вве­

сти поля материи 𝜓, чья однородно преобразующаяся 1–форма имеет вид

𝒟𝜓 = 𝑑𝜓 + 𝑖𝜔𝑖𝐻�̂�𝑖𝜓 , (2.73)

где �̂�𝑖 является представлением𝐻𝑖, соответствующим 𝜓. Тогда𝐺–инвариантные

лагранжианы строятся как 𝐻–инвариантные внешние произведения 1-форм

𝜔𝜇𝑃 , 𝜔
𝜈
𝐾 , 𝜔

𝑎
𝑍 , 𝜓 и 𝒟𝜓, допускающих (2.12) в качестве решения.

Чтобы понять, какие теории удовлетворяют данным требованиям, за­

метим, что в общем случае лагранжиан теории может быть записан в виде

ℒ = ℒ𝑘𝑖𝑛(𝜔𝜇𝑃 , 𝜔
𝜈
𝐾) + ℒ𝑝ℎ(𝜔𝜇𝑃 , 𝜔

𝜈
𝐾 , 𝜔

𝑎
𝑍 , 𝜓 ,𝒟𝜓) , (2.74)

где ℒ𝑘𝑖𝑛 является 𝐻–инвариантным внешним произведением 𝜔𝜇𝑃 и 𝜔𝜈𝐾 , а ℒ𝑝ℎ
содержит все оставшиеся члены. Как будет показано в следующем разделе,

ℒ𝑘𝑖𝑛, как и в ненарушенной фазе, допускает (2.12) в качестве решения. Бо­

лее того, поскольку данный член не содержит 𝜉𝑎 или 𝜓, все лагранжианы,

имеющие одинаковую ℒ𝑝ℎ, но разные ℒ𝑘𝑖𝑛, физически эквивалентны. По этой

причине без потери общности далее будет предполагаться, что ℒ𝑘𝑖𝑛 равно ну­

лю. Далее заметим, что в силу коммутационных соотношений конформной

алгебры 𝑦𝜈 войдёт в форму Маурер–Картана 𝜔𝜈𝐾 , а также хотя бы в одну

1–форму для 𝜔𝑎𝑍 и 𝒟𝜓. Вследствие этого ℒ𝑝ℎ будет содержать члены взаимо­

действия между 𝑦𝜈 и другими полями. Однако, поскольку поля 𝜉𝑎 и 𝜓 имеют

нетривиальную динамику, то 𝑦𝜈 будет иметь решение (2.12) только в том слу­

чае, если члены взаимодействия суммируются в полную производную. Таким

образом, как и в ненарушенной фазе, разрешены только такие лагранжианы,

которые содержат 𝑦𝜈 через полную производную.
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Чтобы проиллюстрировать применение обсуждаемой техники, рассмот­

рим спонтанное нарушение конформной группы до подгруппы Пуанкаре,

(2.61). Как следует из явного вида форм Маурер–Картана (2.65), ковари­

антная метрика 𝑔𝑚𝑛 и ковариантная производная полей 𝜋 , 𝑦𝜈, и 𝜓 даются

выражениями

𝑔𝑚𝑛 = 𝑒2𝜋𝛿𝑚𝑛 , 𝐷𝑚𝜋 = 𝑒−𝜋(𝜕𝑚𝜋 + 2𝑦𝑚) , (2.75)

𝐷𝑚𝑦
𝜈 = 𝑒−2𝜋(𝜕𝑚𝑦

𝜈 + 2𝑦𝑚𝑦
𝜈 − 𝛿𝜈𝑚𝑦

2) , 𝒟𝑚𝜓 = 𝑒−𝜋(𝜕𝑚𝜓 + 2𝑖𝑦𝜈�̂�𝑚𝜈𝜓) ,

(2.76)

где латинскими буквами обозначены индексы, которые должны поднимать­

ся/опускаться при помощи ковариантной метрики. Тогда простейший лагран­

жиан, удовлетворяющий требованием предложенной конструкции, имеет вид

ℒ =
1

2
𝐷𝜇𝜋𝐷

𝜇𝜋 +𝐷𝜇𝑦
𝜇 =

1

2
𝑒−2𝜋𝜕𝜇𝜋𝜕

𝜇𝜋 + 𝜕𝜇(𝑒−2𝜋𝑦𝜇) . (2.77)

Построение более сложных лагранжианов в рамках двух–орбитной техники

затруднительно в силу необходимости обеспечения условия, что 𝑦𝜈 входит в

эффективные лагранжианы только через полную производную. В силу этого

возникает вопрос, возможно ли как–либо облегчить процедуру построения

подобных лагранжианов? Как будет показано в следующем разделе, ответ на

этот вопрос положительный, и упрощённая процедура является ничем иным

как стандартной техникой, использующей обратный эффект Хиггса.

Приведённые в настоящем разделе рассуждения показывают, что Намбу–

Голдстоуновское поле для специальных конформных преобразований никогда

не соответствует физическим степеням свободы. Как в ненарушенной фазе,

роль 𝑦𝜈 в данной конструкции сводится к обеспечению хорошо известного

свойства конформных теорий поля — вириальный ток подобных теорий дол­

жен быть дивергенцией от некоторого другого тензора.

В заключении этого раздела заметим, что в случае спонтанного наруше­

ния конформной группы генераторы специальных конформных преобразова­
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ний оказываются всегда спонтанно нарушенными. Действительно, действие

специальных конформных преобразований на произвольное квази–примар­

ное поле 𝜓 имеет вид

�̂�𝜇𝜓 =
(︁

2𝑥𝜇�̂� − 𝑥𝜈�̂�𝜇𝜈 + 𝑖𝑥𝜈𝑥
𝜈𝑃𝜇

)︁
𝜓 . (2.78)

Из данной формулы следует, что специальные конформные преобразования

нарушены тогда и только тогда, когда нарушены дилатации и/или трансля­

ции и/или преобразования Лоренца. Таким образом, для спонтанного нару­

шения конформной группы необходимо, чтобы был нарушен хотя бы один из

перечисленных генераторов. В свою очередь, нарушение последних автомати­

чески влечёт за собой нарушение специальных конформных преобразований.

Данный факт, тем не менее, не означает, что 𝑦𝜈 должно рассматриваться как

динамическое намбу–голдстоуновское поле.

2.8.3. Эквивалентность подходов

Как было показано выше, симметрийные соображения однозначно фик­

сируют зависимость 𝑦𝜈 от координат. В тоже время, в рамках стандартно­

го подхода 𝑦𝜈 и поле дилатона связаны соотношением (2.66). Комбинируя

эти два утверждения, можно прийти к выводу, что дилатон также должен

иметь фиксированную зависимость от координат. Это утверждение кажет­

ся бессмысленным, поскольку дилатон должен представлять динамическую

степень свободы в эффективной теории. На самом деле подобное противоре­

чие возникает потому, что стандартный подход не согласован с симметрией

инверсии координат, и приведённые рассуждения демонстрируют это явным

образом. Но тогда возникает вопрос о том, почему стандартный подход, как

это проверено множеством явных вычислений, позволяет воспроизвести все

эффективные конформно–инвариантные лагранжианы? Ответ заключается

в том, что несмотря на свою математическую нестрогость, он действитель­

но позволяет формально воспроизвести всевозможные эффективные лагран­
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жианы. Настоящий раздел посвящён доказательству этого утверждения. А

именно, будет показано, что любой эффективный лагранжиан, полученный

в рамках двух–орбитной техники, можно получить также при помощи стан­

дартного подхода, и наоборот. В этом смысле стандартная техника и разра­

ботанный в настоящей главе подход являются эквивалентными.

Заметим также, что, как уже упоминалось ранее, применение двух–орбит­

ной техники на практике осложнено необходимостью обеспечения требова­

ния, что 𝑦𝜈 входит в эффективные лагранжианы только через полную про­

изводную. В связи с этим стандартный подход к построению эффективных

лагранжианов оказывается более удобным. Таким образом, стандартный под­

ход можно рассматривать как удобный инструмент для построения эффек­

тивных лагранжианов, в то время как двух–орбитная техника является стро­

гой и позволяет обосновать стандартный подход.

Ниже будет предполагаться, что размерность рассматриваемого простран­

ства больше двух. Случай двухмерного пространства, позволяющий проде­

монстрировать проблематичность применения стандартной техники в этом

случае, будет рассмотрен в следующем разделе. Также в нём будет предло­

жено расширение техники обратного механизма Хиггса в подобных случаях.

Для доказательства эквивалентности подходов рассмотрим сначала про­

стейшую схему спонтанного нарушения симметрий — нарушение конформной

группы до подгруппы Пуанкаре, (2.61). Фактор–пространство и формы Мау­

рер–Картана для данного случая имеют вид (2.62) и (2.65) соответственно.

Установим сначала результат, что любой эффективный лагранжиан, получен­

ный в рамках двух–орбитного подхода, может быть получен также с помощью

стандартного метода. При использовании двух–орбитной техники разрешены

только такие лагранжианы, которые содержат 𝑦𝜈 через полную производ­

ную. Из данного факта следует, что, на самом деле, уравнений, ограничива­

ющих динамику 𝑦𝜈, нет. Вследствие этого оказывается возможным положить

𝑦𝜈 равной любой наперёд заданной функции. В частности, в качестве тако­
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вой можно выбрать не (2.12), а выражение, следующее из обратного условия

Хиггса, (2.66). Тогда при подстановке его обратно в лагранжиан, очевидно,

занулится 𝜔𝐷. Однако, поскольку получившийся в результате такой процеду­

ры лагранжиан является конформно–инвариантным, он должен сводиться к

𝑆𝑂(𝑑)–инвариантной комбинации оставшихся форм Маурер–Картана. Таким

образом, имеем

ℒ𝑝ℎ|𝐼𝐻𝐶 = ℒ̃(𝜔𝜇𝑃 , 𝜔
𝜈
𝐾 , 𝜓 ,𝒟𝜓 )|𝐼𝐻𝐶 . (2.79)

Данное выражение показывает, что ℒ𝑝ℎ может быть переписан как 𝑆𝑂(𝑑)–инва-

риантная комбинация форм Маурер–Картана (2.65) с примененным обрат­

ным эффектом Хиггса. Это доказывает первую часть утверждения.

Чтобы провести доказательство в обратном направлении, заметим, что

определенные комбинации ковариантных производных полей имеют тот же

самый вид, что и в стандартном подходе. Действительно, для форм Мау­

рер–Картана (2.65) ковариантная метрика и ковариантные производные по­

лей имеют вид (2.75), (2.76) соответственно. Для полей материи комбинация

ковариантных производных, не включающая 𝑦𝜈, имеет вид

�̃�𝑚𝜓 = 𝒟𝑚𝜓 − (𝑖�̂�𝑚𝑛𝜓)𝐷𝑛𝜋 . (2.80)

Исключение 𝑦𝜈 из 𝐷𝑚𝑦
𝜈 является немного более сложной задачей, поскольку

последние включают в себя производную 𝑦𝜈. Поскольку 𝐷𝑚𝜋 преобразуется

однородно под действием всех элементов конформной группы, можно найти

её ковариантную производную как если бы она была обычным полем материи,

𝒟𝑚𝐷𝑛𝜋 = 𝑒−𝜋(𝜕𝑚𝐷𝑛𝜋 + 2𝑖𝑦𝜆�̂�𝑚𝜆𝐷𝑛𝜋) . (2.81)

Тогда модифицированная ковариантная производная 𝑦𝜈, которая на самом

деле играет роль ковариантной производной дилатона 𝜋, имеет вид

�̃�𝑚𝑦𝑛 = 𝐷𝑚𝑦𝑛 −
1

2
𝒟𝑚𝐷𝑛𝜋 − 1

4
𝑔𝑚𝑛𝐷𝑘𝜋𝐷

𝑘𝜋 . (2.82)



87

Поскольку ковариантные производные (2.80) и (2.82) не содержат 𝑦𝜈, любой

эффективный лагранжиан, построенный как их 𝑆𝑂(𝑑)–инвариантная комби­

нация, автоматически удовлетворяет всем требованием двух–орбитной техни­

ки. Явный вид ковариантных производных (2.80) и (2.82) совпадает с тако­

выми, используемыми в стандартном подходе, (2.69) и (2.67) соответственно.

Следовательно, любой лагранжиан, полученный в рамках стандартного под­

хода, может быть также получен в рамках двух–орбитной техники.

Заметим, что установленный выше факт соответствия модифицирован­

ных ковариантных производных в рамках двух–орбитной техники и стандарт­

ного подхода может быть также доказан на основе симметрийных соображе­

ний. А именно, условие (2.66) предоставляет единственную связь между 𝜋

и 𝑦𝜈, согласованную со всеми непрерывными симметриями. Как следствие,

исключение 𝑦𝜈 из ковариантных производных обязано дать тот же результат,

как если бы были наложены обратные условия Хиггса. Приведённое рассуж­

дение является фундаментальной причиной, по которой обе техники должны

оказаться эквивалентными.

Для того, чтобы доказать эквивалентность подходов в общем случае,

заметим, что при 𝑑 > 2 из факта спонтанного нарушения группы Лоренца

следует, что дилатации также спонтанно нарушены. Данный факт следует из

того, что масштабная размерность операторов, имеющих нетривиальное ва­

куумное среднее, ограничена снизу требованием унитарности представления,

которое гласит

∆𝒪 > 0 . (2.83)

Следовательно, любое не нулевое значение 𝒪 также ведёт к нарушению ди­

латационной инвариантности. Случай 𝑑 = 2, который позволяет установить

важное различие предлагаемого и стандартного подходов, будет обсуждён в

следующем разделе.

Полученный результат позволяет обобщить доказательство эквивалент­
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ности подходов на общий случай, описываемый схемой спонтанного наруше­

ния (2.70). Поскольку дилатации всегда оказываются спонтанно нарушенны­

ми, доказательство, что любой эффективный лагранжиан, полученный с по­

мощью двух–орбитной техники, можно получить также с помощью стандарт­

ного подхода, остаётся неизменным. Чтобы доказать утверждение в обратную

сторону, заметим, что фактор–пространство, соответствующее схеме спонтан­

ного нарушения симметрий (2.70), можно выбрать в виде

𝑔𝐻 = 𝑒𝑖𝑃𝜇𝑥
𝜇

𝑒𝑖𝐾𝜈𝑦
𝜈

𝑒𝑖𝐷𝜋𝑒𝑖𝑍𝑎𝜉
𝑎

, (2.84)

где 𝑍𝑎 обозначает все нарушение генераторы кроме 𝐾𝜈 и 𝐷. Тогда, поскольку

дилатации коммутируют тривиально со всеми генераторами за исключени­

ем трансляций и специальных конформных преобразований, 1–форма Мау­

рер–Картана для трансляций в общем случае также будет иметь вид (2.65).

Это позволяет исключить 𝑦𝜈 из всех ковариантных производных, используе­

мых в двух–орбитной технике. В силу симметрийных соображений, описан­

ных выше, полученные таким образом ковариантные производные обязаны

совпадать со своими аналогами из стандартного подхода. Таким образом, при

𝑑 > 2 обе техники эквивалентны.

Заметим, что в рассуждениях выше предполагалось, что обратные усло­

вия Хиггса необходимо накладывать на 1–форму 𝜔𝐷. Однако, в общем случае

может быть спонтанно нарушена и часть группы Лоренца, причём, как мож­

но убедиться явным вычислением, 𝑦𝜈 будет входить линейно в соответству­

ющую форму Маурер–Картана. Тогда, если часть группы Лоренца оказыва­

ется спонтанно нарушенной (с индексами 𝛼), можно попробовать наложить

обратные условия Хиггса вида

𝜔𝛼𝐿 = 0 , (2.85)

которые должны выполняться для всех 𝛼. Однако, как система уравнений

на 𝑦𝜈, (2.85) оказывается переопределенной. Действительно, если группа Ло­
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ренца остаётся ненарушенной вдоль 𝑛 пространственных направлений, то в

координатной форме (2.85) является системой

𝑑× 𝑑(𝑑− 1) − 𝑛(𝑛− 1)

2
> 𝑑 (2.86)

независимых уравнений. Таким образом, при 𝑑 > 2 она не может быть ре­

шена, и, как следствие, обратные условия Хиггса необходимо накладывать

именно на 𝜔𝐷. По этой же причине оказывается невозможным исключить 𝑦𝜈

в пользу намбу–голдстоуновских полей для нарушенных генераторов группы

Лоренца в рамках двух–орбитной техники.

В заключении этого раздела заметим, что форма Маурер–Картана для

специальных конформных преобразований для наиболее общей схемы спон­

танного нарушения симметрий (2.70) даётся выражением (2.65). Последняя

отличается от аналогичного выражения в разделе 2.4 только общим множи­

телем 𝑒−𝜋. Данное наблюдение позволяет применить рассуждения раздела

2.4 без изменений для доказательства того, что ℒ𝑘𝑖𝑛 всегда будет допускать

(2.12) в качестве решения.

2.8.4. Обобщение стандартной техники

Единственным случаем, когда оказывается возможным наложить обрат­

ные условия Хиггса как на 1–форму 𝜔𝐷, так и на 𝜔𝐿, является случай двух­

мерного пространства. Предположим сначала, что группа Лоренца была спон­

танно нарушена, в то время как дилатации остались ненарушенными. В этом

случае условие (2.85) позволяет выразить 𝑦𝜈 через 𝜔, намбу–голдстоуновское

поле для нарушенной 𝑆𝑂(2) симметрии. Тогда, в рамках двух–орбитного под­

хода, можно использовать ковариантную производную 𝜔 для исключения 𝑦𝜈

из всех остальных ковариантных производных. В силу симметрийных сообра­

жений, получаемые таким образом новые ковариантные производные будут

совпадать с выражениями для ковариантных производных, полученных при

применении обратного эффекта Хиггса. Таким образом, оказывается возмож­
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ным доказать эквивалентность стандартного и двух–орбитного подходов и в

этом случае.

Рассмотрим теперь случай, когда спонтанно нарушены как (единствен­

ный) генератор группы Лоренца, так и дилатации. Оказывается, что в подоб­

ной ситуации стандартный подход к построению конформно–инвариантных

лагранжианов сопряжён с непреодолимой неопределенностью. А именно, ока­

зывается возможным наложить бесконечно много различных обратных усло­

вий Хиггса, параметризующихся параметром 𝛽,

𝜔𝐷 + 𝛽𝜔𝐿 = 0 . (2.87)

В частности, 𝛽 = ∞ соответствует наложению условия (2.85). При этом ни

из каких физических соображений оказывается невозможным фиксировать

выбор 𝛽, что делает применение стандартного подхода в этом случае затруд­

нительным.

С другой стороны, в подобных ситуациях двух–орбитная техника может

быть применена без изменений. Получаемые с помощью двух–орбитной тех­

ники эффективные лагранжианы должны включать 𝑦𝜈 только через полную

производную. Для исключения 𝑦𝜈 из ковариантных производных может быть

использована как ковариантная производная 𝜔, так и таковая 𝜋. В частно­

сти, они могут быть взяты с произвольными весами, что соответствует вы­

бору различных 𝛽 в (2.87). При этом оказывается ненужным фиксировать

какое–либо значение 𝛽, и можно использовать ковариантные производные,

получающиеся для различных значений данного параметра. Таким образом,

разработанная техника, в отличии от стандартного подхода, позволяет подой­

ти систематически к построению эффективных лагранжианов и в обсуждае­

мом случае.

Приведенное наблюдение позволяет предложить следующее расширение

техники обратного эффекта Хиггса: в случае, когда оказывается возможным

наложить несколько обратных условий Хиггса, не следует ограничиваться
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одним. Наоборот, для построения эффективных теорий следует использовать

всевозможные обратные условия Хиггса, в том числе и их линейные комби­

нации.

К сожалению, привести явный пример теории, которая позволила бы

проиллюстрировать данное различие между техниками, затруднительно. При­

чина этого заключается в том, что в 𝑑 = 2 масштабная размерность полей

с каноническим стандартным членом оказывается равной нулю. Как след­

ствие, необходимо рассматривать экзотические теории, и автором настоящей

работы пока не была найдена подходящая модель. Таким образом, приведён­

ные выше рассуждения обоснованны с теоретической точки зрения, но пока

не могут быть проиллюстрированы на явном примере.
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Глава 3

Спонтанное нарушение

пространственно–временных симметрий

3.1. Введение к главе

Классическая теорема Намбу–Голдстоуна [36–38] устанавливает свойства

эффективных теорий, возникающих вследствие спонтанного нарушения внут­

ренних симметрий. Однако, до настоящего времени она не была обобщена

на случай спонтанного нарушения пространственно–временных симметрий.

Причина этого заключается в том, что системы, возникающие при при по­

добном нарушении симметрий, ведут себя качественно иным образом в двух

аспектах. Во–первых, некоторые из намбу–голдстоуновских полей могут ока­

заться избыточными в том смысле, что они не необходимы для описания все­

возможных возмущений параметра порядка. Это обстоятельство уже было

продемонстрировано в первой главе настоящей работы на примере скалярной

доменной стенки, а также в предыдущей главе на примере спонтанного нару­

шения конформной инвариантности. Последние исследования по этой теме

показали [8, 10, 12], что наличие подобных избыточных намбу–голдстоунов­

ских полей тесно связано с представлением параметра порядка по простран­

ственно-временной группе симметрий. А именно, было показано, что разные

значения намбу–голдстоуновских полей могут описывать одно и тоже возму­

щение параметра порядка [12]. В работе [12] подобные преобразования было

предложена рассматривать как калибровочные преобразования, а обратные

условия Хиггса как способ фиксации одной из калибровок.

Вторая особенность спонтанного нарушения пространственно–времен­

ных симметрий заключается в том, что некоторые из намбу–голдстоуновских

полей могут оказаться массивными [12, 17]. Интересно, что необходимость
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введения подобных мод была также обнаружена при попытках построения

ультрафиолетового пополнения эффективной теории [10]. В отличие от псев­

до намбу–голдстоуновских полей, массивность обсуждаемых мод обусловле­

на именно механизмом спонтанного нарушения симметрий. В частности, воз­

можность описания динамики подобных массивных мод в рамках конструк­

ции смежных классов не является чем–то удивительным. Действительно, как

было показано в разделе 1.5, стандартная конструкция смежных классов поз­

воляет описать динамику массивных векторов, возникающих вследствие ме­

ханизм Хиггса.

Обе из перечисленных особенностей спонтанного нарушения простран­

ственно–временных симметрий возникают в контексте вопроса о том, сколько

необходимо ввести намбу–голдстоуновских полей для нелинейной реализа­

ции изучаемой схемы спонтанного нарушения симметрий данной физической

системы. С одной стороны известно, что все поля, на которых симметрия

реализована неоднородно, могут быть получены при помощи обратного эф­

фекта Хиггса [9]. С другой стороны, работы [10, 12, 17] показывают необхо­

димость введения массивных намбу–голдстоуновских полей в эффективных

теориях. Последние соответствуют исключаемым при помощи обратного эф­

фекта Хиггса модам, таким образом ставя вопрос о том, всегда ли должен

применяться обратный эффект Хиггса.

Целью настоящей главы является установление правила подсчёта всех

независимых намбу–голдстоуновских мод. А именно, будет показано, что

всем генераторам, не аннигилирующим вакуум в начале координат, соответ­

ствуют независимые намбу–голдстоуновские поля. намбу–голдстоуновские

поля, на которых могут быть наложены обратные условия Хиггса, можно пе­

реопределить так, что они будут преобразовываться однородно под действием

всех симметрий [11]. Более того, подобные моды являться массивными и соот­

ветствуют массивным нерадиальным степеням свободы, обсуждаемым в рабо­

те [10]. Для оставшихся нарушенных генераторов необходимо ввести вспомо­
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гательные намбу–голдстоуновские поля и наложить на них обратные условия

Хиггса. Таким образом, знание схемы спонтанного нарушения симметрий и

представления параметра порядка под действием пространственно–времен­

ных групп однозначно фиксирует количество независимых намбу–голдсто­

уновских полей. Предоставленное правило обобщает известные на настоящий

в момент литературе правила подсчёта независимых намбу–голдстоуновских

мод, а также является легко применимым на практике. В частности, получен­

ные результаты позволят также предложить новую интерпретацию обратного

эффекта Хиггса.

Стоит заметить, что предоставленные в настоящей главе результаты

являются дополнительным к результатам работ [15, 17, 70, 74]. А именно,

в указанных работах изучался вопрос о том, в каких случаях независимые

намбу–голдстоуновские поля образуют канонические сопряжённые пары ко­

ордината–им-

пульс, в то время как в настоящей работе изучается вопрос о том, когда

намбу–голдстоуновские моды являются независимыми. Оба из указанных

эффектов ведут к уменьшению количества независимых степеней свободы

в эффективной теории, но лежащая в их основе физика различна.

Уточним также используемую терминологию. Ниже не предполагается,

что рассматриваемые теории обязательно являются Пуанкаре инвариантны­

ми. По этой причине применять термин “массивные поля” не совсем коррект­

но и правильнее было бы говорить о наличии щели в спектре. Чтобы упро­

стить терминологию, в настоящей главе степень свободы будет называться

массивной, если 𝑝2 = 0 не является решением соответствующих уравнений

движения.

Настоящая глава устроена следующим образом. В разделе 3.2 приведён

пример эффективной теории, содержащей массивные намбу–голдстоуновские

поля. В разделе 3.3 изучена теория, в которой нарушаются те же самые сим­

метрии, что и в первой примере, но эффективная теория не содержит мас­
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сивных полей. Исходя из сравнения теорий, формулируется правило подсчёта

независимых намбу–голдстоуновских мод, а также обсуждается физическая

интерпретация обратного эффекта Хиггса. В разделе 3.4 на примере скаляр­

ной и векторной доменных стенок изучается вопрос построения эффективных

теорий в случаях, когда некоторые из генераторов трансляций оказываются

спонтанно нарушены. Далее, в разделе 3.5 обсуждается процедура построе­

ния эффективных теорий с точки зрения метода индуцированных представ­

лений, которая позволяет строго обосновать предлагаемое правило подсчёта

независимых намбу–голдстоуновских мод. Наконец, в разделах 3.6 обсужда­

ются свойства эффективных теорий, возникающих вследствие спонтанного

нарушения пространственно–временных симметрий, а раздел 3.7 посвящен

сравнению полученных результатов с известными на настоящий момент в

литературе по данной теме.

3.2. Массивные намбу–голдстоуновские поля

Начнём изучение феноменов, возникающих в случае спонтанного нару­

шения пространственно–временных симметрий, с рассмотрения теории, эф­

фективное действие которой включает массивные намбу–голдстоуновские по­

ля. Чтобы не затрагивать вопрос стабильности решений и сконцентрировать­

ся на симметрийных аспектах, будет предполагаться, что теория определена

на Евклидовом пространстве. В рассматриваемой модели имеется два поля,

заряженных под действием пространственной и внутренней группах Пуанка­

ре, 𝐼𝑆𝑂(𝑑)𝑆𝑇 и 𝐼𝑆𝑂(𝑑)𝑖𝑛𝑡, соответственно. Первое поле — 𝑑–компонентный

скаляр 𝜙𝑎, являющийся ко–вектором по отношению к действию 𝑆𝑂(𝑑)𝑖𝑛𝑡 и

сдвигающийся на константу под действием внутренних трансляций,

𝜙𝑎(𝑥) → Ω𝑎
𝑏𝜙

𝑏(𝑥) + 𝑐𝑎 , Ω𝑎
𝑏 ∈ 𝑆𝑂(𝑑)𝑖𝑛𝑡 , 𝑐𝑎 ∈ R . (3.1)



96

Второе поле, 𝑉 𝑖
𝑎 (𝑥), принадлежит векторному и ко–векторному представле­

ниям пространственной и внутренней групп Пуанкаре соответственно, и не

заряжено по действию внутренних трансляций,

𝑉 𝑖
𝑎 (𝑥) → Ω𝑏

𝑎Λ
𝑖
𝑗𝑉

𝑗
𝑏 (𝑥) , Ω𝑏

𝑎 ∈ 𝑆𝑂(𝑑)𝑖𝑛𝑡 , Λ𝑖
𝑗 ∈ 𝑆𝑂(𝑑)𝑆𝑇 . (3.2)

Лагранжиан рассматриваемой теории имеет вид

ℒ = −1

2
(𝜕𝑖𝜙

𝑎)2 +
1

4

(︀
𝜕[𝑖𝑉

𝑎
𝑗]

)︀2
+ κ𝑉 𝑖

𝑎𝜕𝑖𝜙
𝑎 +

𝜆

4𝑑

(︀
𝑉 𝑖
𝑎𝑉

𝑎
𝑖 − 𝑑𝑀 2

𝑉

)︀2
, (3.3)

где κ, 𝜆, и 𝑀𝑉 являются некоторыми положительными постоянными, а квад­

ратные скобки обозначают антисимметризацию (без веса) по соответствую­

щим индексам. В силу вида выбранного потенциала для 𝑉 𝑖
𝑎 , в вакуумном

состоянии 𝑉 𝑖
𝑎 |𝑣𝑎𝑐 = 𝑉 𝑖

𝑎 ̸= 0. Чтобы найти 𝑉 𝑖
𝑎 , необходимо сначала выписать

уравнения движения на (бесконечно удалённой) границе, которые получают­

ся при вариации действия теории по 𝜙𝑎,

𝑛𝑖
𝛿ℒ
𝛿𝜕𝑖𝜙𝑎

≡ 𝑛𝑖(−𝜕𝑖𝜙𝑎 + κ𝑉 𝑖
𝑎 ) = 0 , (3.4)

где 𝑛𝑖 — нормаль к поверхности. Из приведённого уравнения следует, что

если 𝑉 𝑖
𝑎 ̸= 0, то и 𝜙𝑎 ̸= 0 тоже, причём последнее должно быть линейно по

координатам. Таким образом, состояние с наименьшей энергией имеет кон­

фигурацию вида

𝜙𝑎(𝑥) = 𝜇2𝑥𝑎 , 𝑉 𝑖
𝑎 (𝑥) = 𝑉 𝑖

𝑎 , (3.5)

где 𝜇2 является некоторым параметром. Предполагая, что 𝜆𝑀 2
𝑉 > κ2, урав­

нение (3.4) выполняется при следующем выборе параметров:

𝜙𝑎 = 𝜇2𝑥𝑎 , 𝑉 𝑖
𝑎 = 𝑀𝛿𝑖𝑎 , 𝑀 =

√︂
𝑀 2

𝑉 − κ2

𝜆
, 𝜇2 = κ𝑀 . (3.6)

Изучим теперь флуктуации над данным решением. Чтобы идентифициро­

вать намбу–голстоуновские поля, необходимо сначала определить нарушен­

ные генераторы. Схема спонтанного нарушения симметрий, соответствующая
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решению (3.6), имеет вид

𝐼𝑆𝑂(𝑑)𝑆𝑇 × 𝐼𝑆𝑂(𝑑)𝑖𝑛𝑡 → 𝐼𝑆𝑂(𝑑)𝑉 , (3.7)

где 𝐼𝑆𝑂(𝑑)𝑉 является полупрямым произведением 𝑃 𝑖
𝑉 = 𝑃 𝑖

𝑆𝑇−𝜇2𝑃 𝑖
𝑖𝑛𝑡 и 𝑆𝑂(𝑑)𝑉 ,

диагональной подгруппы 𝑆𝑂(𝑑)𝑆𝑇×𝑆𝑂(𝑑)𝑖𝑛𝑡. Заметим также, что в силу того,

что в спонтанно нарушенной фазе ненарушена только 𝑆𝑂(𝑑)𝑉 , индексы по­

лей по пространственной и внутренней группе Пуанкаре более неразличимы.

Таким образом, намбу–голдстоуновские поля соответствуют трансляциям 𝜙𝑎

и одновременным внутренним вращениям 𝜙𝑎 и 𝑉 𝑖
𝑎 . В частности, поскольку

𝑆𝑂(𝑑)𝑉 реализовано линейно, то в качестве намбу–голдстоуновских полей

можно также выбрать степени свободы, соответствующие действию на ваку­

ум (пространственных) трансляций и вращений. Однако, изначально пред­

ложенная параметризация возмущений оказывается более удобной. Заметим

далее, что произвольное вращение 𝜙𝑎 сводится к его (внутренней) трансля­

ции,

𝑒𝑖�̄�𝑐𝑑𝜔
𝑐𝑑

𝜙𝑎 = 𝜇2𝑥𝑎 + 𝜇2(Ω𝑎
𝑏 − 𝛿𝑎𝑏 )𝑥

𝑏 = 𝑒𝑖𝑃𝑐𝜓
𝑐

𝜙𝑎 , 𝜓𝑎 = 𝜇2(Ω𝑎
𝑏 − 𝛿𝑎𝑏 )𝑥

𝑏 , (3.8)

где 𝑃𝑎 и �̄�𝑎𝑏 являются генераторами внутренних трансляций и вращений со­

ответственно. Это наблюдение позволяет упростить дальнейшие вычисления

путём использовании следующей параметризации возмущений:

𝜙𝑎(𝑥) = 𝜇2𝑥𝑎 +𝜓𝑎(𝑥) , 𝑉 𝑖
𝑎 (𝑥) = Ω𝑖

𝑎(𝑥)𝑀 , Ω𝑖
𝑎 = 𝛿𝑖𝑎 +𝜔𝑖𝑎−

1

2
𝜔𝑖𝑏𝜔

𝑏
𝑎 + ... , (3.9)

где точки стоят для обозначения членов высшего порядка по 𝜔𝑖𝑎 , и 𝜓𝑎 и

Ω𝑎
𝑏 независимы. Преимущество подобной параметризации возмущений в том,

что эффективный лагранжиан не будет содержать в явном виде координа­

ты. Подставляя (3.9) в (3.3) и ограничиваясь вторым порядком по полям 𝜔𝑖𝑎,

получаем следующий эффективный лагранжиан,

ℒ𝜓,𝐴 = −1

2
(𝜕𝑖𝜓

𝑎)2 +
1

4
(𝜕[𝑖𝐴

𝑎
𝑗])

2 − 1

2
κ2𝐴𝑖

𝑗𝐴
𝑗
𝑖 + κ𝐴𝑖

𝑎𝜕𝑖𝜓
𝑎 , (3.10)
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в котором был сделал переход к канонически нормированному полю 𝐴𝑖
𝑎 =

𝑀𝜔𝑖𝑎. Заметим также, что все радиальные моды в рассматриваемой теории

имеют массу порядка 𝑀 .

Лагранжиан (3.10) можно переписать в более удобной форме. А именно,

переопределим степени свободы согласно выражению

κ𝐴𝑖𝑗 = 𝜕𝑖𝜓𝑗 − 𝜕𝑗𝜓𝑖 + κ𝐴𝑖𝑗 . (3.11)

Преимущество данной параметризации заключается в том, что, как можно

проверить из формулы (3.9), поле 𝐴𝑖
𝑗 преобразуется однородно под действи­

ем всех элементов группы симметрий. Как будет показано ниже, подобное

переопределение степеней свободы соответствует интерпретации обратного

эффекта Хиггса как простого переопределения полей [11]. В новых перемен­

ных лагранжиан (3.10) принимает вид

ℒ𝜓,𝐴 = −1

4

(︀
(𝜕𝑖𝜓

𝑎)2 + (𝜕𝑎𝜓
𝑎)2
)︀
− κ2

2
𝐴𝑖
𝑗𝐴

𝑗
𝑖 +

1

4
(𝜕[𝑖𝐴

𝑘
𝑗])

2 . (3.12)

Особенность данного лагранжиана заключается в том, что, помимо безмассо­

вой моды 𝜓𝑎, он также содержит массивную, антисимметричную по переста­

новке индексов моду 𝐴𝑖
𝑎. При этом она не является радиальной модой, а её

масса возникает вследствие взаимодействия 𝜙𝑎 и 𝑉 𝑖
𝑎 . В частности заметим,

что, поскольку в уравнении (3.9) поворачиваются 𝑉 𝑖
𝑎 , но не 𝜙𝑎, линейный по

вакуумному значению полей член взаимодействия данных полей не сокраща­

ется, и именно он делает поле 𝐴𝑖
𝑎 массивным.

Здесь уместно обсудить физическую природу 𝐴𝑖
𝑗. Если под намбу–гол­

дстоуновскими бозонами понимать поля, нелинейно реализующие полную

группу симметрий, то 𝐴𝑖
𝑗 не является таковым. Однако, намбу–голдстоунов­

ские поля можно также определить как независимые флуктуации вакуума.

Подобное определение более общо, поскольку показывает, какие моды долж­

ны присутствовать в эффективной теории, а изучение их свойств являет­

ся отдельным вопросом. В подобном контексте 𝐴𝑖
𝑗 действительно описывает

намбу–голдстоуновскую моду.
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Заметим также, что 𝐴𝑖
𝑗 отличается от полей материи, возможно присут­

ствующих в теории, тем, что его динамика существенно ограничена симмет­

риями. Действительно, лагранжиан полей материи должен быть инвариантен

относительно действия группы симметрий, что не полностью фиксирует его

кинетический член и члены взаимодействия. Поле же 𝐴𝑖
𝑗 обязано быть мас­

сивным, и, более того, его кинетический член должен иметь вид

ℒ𝑘𝑖𝑛 =
1

4

(︁
𝜕[𝑖Ω

𝑎
𝑗](𝐴

𝑘
𝑙 /𝑀)

)︁2
. (3.13)

Перечисленные особенности эффективной теории показывают, что поле 𝐴𝑖
𝑗

действительно следует отличать от полей материи, и в настоящей работе оно

будет рассматриваться как намбу–голдстоуновское поле.

При энергиях много меньше κ поле 𝐴𝑖
𝑎 может быть отынтегрировано.

Получающийся в результате этого действия лагранжиан имеет вид

ℒ𝜓 = −1

4

(︀
(𝜕𝑖𝜓

𝑎)2 + (𝜕𝑎𝜓
𝑎)2
)︀
. (3.14)

Таким образом, прямое выделение намбу–голдстоуновских мод позволяет по­

лучить лагранжиан (3.10), содержащий массивную моду, а также лагранжиан

(3.14), описывающий низкоэнергетические свойства системы.1

Обсудим вопрос о том, какой масштаб следует называть масштабом силь­

ной связи в рассматриваемой модели. С точки зрения теории, описываемой

лагранжианом (3.14), таковым является κ. Действительно, уравнение, полу­

чающееся при отынтегрировании 𝐴𝑖𝑎, имеет вид

κ𝐴𝑖𝑎 = 𝜕𝑖𝜓𝑎 − 𝜕𝑎𝜓𝑖 . (3.15)

Следовательно, производная 𝐴𝑖𝑎, по сравнению с лидирующем вкладом, по­

давлена параметром √︀
𝑝2

κ
. (3.16)

1 В настоящей работе под эффективным действием понимается теория, описывающая динамику

намбу–голдстоуновских мод. Заметим, что часть из них может быть массивными. Под низкоэнергети­

ческой теорией понимается теория, получаемая при отынтегрировании всех массивных мод. Введение

подобной терминологии удобно для различения двух перечисленных случаев.
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Данное выражение показывает, что масштабом сильной связи действительно

является κ. Иначе говоря, при подобных значениях энергии теория (3.14), с

учётом высших поправок, перестанет быть унитарной. Это приводит к необ­

ходимости введения поля 𝐴𝑖𝑎 и рассмотрению лагранжиана (3.10). С точки

зрения подобной пополненной теории, масштабом сильной связи является 𝑀 :

члены с большим количеством производных 𝐴𝑖𝑎 оказываются подавлены фак­

тором √︀
𝑝2

𝑀
. (3.17)

Таким образом, в теории имеется два масштаба сильной связи, κ и 𝑀 , соотно­

шение между которыми, вообще говоря, может быть произвольным.2 Первый

из них, κ, отвечает за “включение” взаимодействие между 𝐴𝑖𝑎 и 𝜓𝑎, в то время

как второй, 𝑀 , соответствует “пополнению” антисимметричного поля 𝐴𝑖𝑎 до

изначального би–фундаментального поля 𝑉 𝑖
𝑎 . В зависимости от соотношения

между данными параметрами, эксперимент показал бы необходимость сна­

чала одного из пополнений, а затем второго. В частности, из приведённых

рассуждений видно, что 𝐴𝑖𝑎 является ничем иным как “массивной нерадиаль­

ной модой”, рассмотренной в [10].

Применим теперь конструкцию смежных классов для изучения схемы

спонтанного нарушения симметрий (3.7). Следуя стандартным правилам [7],

рассмотрим фактор–пространство

𝑔𝐻 = 𝑒𝑖𝑃𝑉 𝑖𝑥
𝑖

𝑒𝑖𝑃𝑎𝜓
′𝑎
𝑒

𝑖
2�̄�𝑎𝑏𝜔

′𝑎𝑏
, (3.18)

где 𝜓′𝑎 и 𝜔′𝑎𝑏 являются намбу–голдстоуновскими полями для нарушенных ге­

нераторов внутренних трансляций и вращений соответственно, а параметр

при ненарушенной комбинации внутренних и пространственно–временных

трансляций, 𝑃𝑉 𝑖, соответствует координатам.
2 Ограничение 𝑀 > 0 ⇔ 𝜆𝑀2

𝑉 > κ2, требуемое для существования рассматриваемого решения, не

накладывает ограничений на соотношение 𝑀 и κ. В частности, зафиксировав отношение κ2/𝜆 и меняя

параметр κ, можно добиться любого соотношения между 𝑀 и κ.
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Проверим сначала, что намбу–голдстоуновские поля, введённые описан­

ным образом, совпадают с полями, вводимыми при прямом вычислении эф­

фективного лагранжиана, в соответствии с уравнением (3.9). Данная провер­

ка является нетривиальной, поскольку можно по–разному параметризовать

как возмущения над вакуумом, так и фактор–пространство [13]. Чтобы убе­

диться в совпадении параметризации полей, изучим их трансформационные

свойства. Действуя 𝑒𝑖𝑃𝑎𝑞
𝑎 и 𝑒𝑖�̄�𝑎𝑏𝛼

𝑎𝑏 на фактор–пространство (3.18), считая па­

раметры 𝑞𝑎 и 𝛼𝑎𝑏 числами, находим следующие трансформационные законы

для 𝜓′𝑎 и 𝜔′𝑎𝑏,

𝑒𝑖𝑃𝑎𝑞
𝑎

: 𝜓′𝑎 → 𝜓′𝑎 + 𝑞𝑎 , 𝜔′𝑎𝑏 → 𝜔′𝑎𝑏 ,

𝑒𝑖�̄�𝑎𝑏𝛼
𝑎𝑏

: 𝜓′𝑎 → Ω(𝛼)𝑎𝑏𝜓
′𝑏 + (Ω(𝛼)𝑎𝑏 − 𝛿𝑎𝑏 )𝑥

𝑏 , 𝜔′𝑎𝑏 → 𝜔′𝑎𝑏 + 𝛼𝑎𝑏 + ... ,

(3.19)

где многоточие означает члены высшего порядка. Как можно убедиться пря­

мым вычислением, поля 𝜓𝑎 и 𝜔𝑖𝑎, введённые в (3.9), имеют такие же транс­

формационные свойства, и, следовательно, параметризуют те же степени сво­

боды.

Далее, для получения однородно преобразующихся величин необходимо

найти формы Маурер–Картана для фактор–пространства (3.18),

𝑔𝐻𝑑𝑔
−1
𝐻 = 𝑖𝜔𝑖𝑃𝑉

𝑃𝑉 𝑖 + 𝑖𝜔𝑎𝑃𝑃𝑎 + 𝑖𝜔𝑎𝑏�̄��̄�𝑎𝑏 . (3.20)

В линейном порядке они имеют вид

𝜔𝑖𝑃𝑉
= 𝑑𝑥𝑖 , 𝜔𝑎𝑃 = 𝑑𝜓′𝑎 − 𝜇2𝜔′𝑎

𝑏 𝑑𝑥
𝑏 , 𝜔𝜇𝑎

�̄�
= 𝑑𝜔′𝜇𝑎 . (3.21)

Соответствующая тетрада, ковариантная метрика и ковариантные производ­

ные полей даются выражениями

𝑒𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 , 𝑔𝑖𝑗 = 𝑒𝑘𝑖 𝑒
𝑙
𝑗𝛿𝑘𝑙 = 𝛿𝑖𝑗 ,

𝐷𝑖𝜓
′𝑎 = 𝜕𝑖𝜓

′𝑎 − 𝜇2𝜔′𝑎
𝑖 , 𝐷𝑖𝜔

′𝑎𝑏 = 𝜕𝑖𝜔
′𝑎𝑏 .

(3.22)

Полученные величины позволяют воспроизвести полученный ранее эффек­

тивный лагранжиан. А именно, кинетический член 𝜓′𝑎, массивный член 𝜔′𝑖
𝑎 ,
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а также взаимодействие этих двух полей воспроизводятся в рамках конструк­

ции смежных классов следующим образом:

−1

2
(𝐷𝑖𝜓

′𝑎)2 = −1

2
(𝜕𝑖𝜓

′𝑎)2 − 1

2
κ2𝐴𝑖

𝑎𝐴
𝑖
𝑎 + κ𝐴𝑖

𝑎𝜕𝑖𝜓
′𝑎 , (3.23)

где мы перешли к канонически нормированному полю 𝐴𝑖
𝑎 = 𝑀𝜔′𝑖

𝑎 . Данное вы­

ражение совпадает с соответствующей частью лагранжиана (3.10) при отож­

дествлении 𝜓′𝑎 = 𝜓𝑎, 𝜔′𝑎𝑏 = 𝜔𝑎𝑏, которое будет предполагаться всюду далее.

Кинетический член 𝐴𝑖
𝑎 воспроизводится тривиальным образом, поскольку ко­

вариантная производная 𝜔𝑎𝑏 является простой частной производной. Таким

образом, конструкция смежных классов позволяет полностью воспроизвести

эффективный лагранжиан (3.10), включая члены, описывающие динамику

массивной моды. В частности, отынтегрирование 𝐴𝑖
𝑗, конечно, приведёт к

низкоэнергетическому лагранжиану (3.14).

Рассмотрим теперь обратный эффект Хиггса в данной теории. Соответ­

ствующее уравнение связи имеет вид

𝐷[𝑖𝜓𝑗] = 0 : 𝜕𝑖𝜓𝑎 − 𝜕𝑎𝜓𝑖 = κ𝐴𝑖𝑎 . (3.24)

Заметим, что данное обратное условие Хиггса является не совсем канониче­

ским. А именно, требуется зануление не формы Маурер–Картана целиком,

а только её антисимметричной части (в компонентном виде). Это связано с

тем, что поле 𝐴𝑖𝑎 антисимметрично по перестановке своих индексов, и по­

тому невозможно потребовать зануления формы 𝜔𝑎
𝑃

целиком. Поскольку ан­

тисимметричная часть ковариантной производной 𝐷𝑖𝜓𝑗 формирует неприво­

димое представление 𝑆𝑂(𝑑)𝑉 , требование (3.24) инвариантно относительно

действия полной группы симметрий.

Заметим далее, что в силу симметрийных ограничений, а также отсут­

ствия иных полей, уравнение (3.24) соответствует выражению, получаемому

при отынтегрировании 𝐴𝑖
𝑗 из лагранжиана (3.10) [12, 75]. Остающиеся после

наложения ограничения (3.24) ковариантные производные позволяют воспро­
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извести низкоэнергетический лагранжиан теории. В частности, лагранжиан

(3.14) воспроизводится следующим образом,

ℒ𝜓 = −1

8

(︀
𝐷{𝑖𝜓𝑗}

)︀2
. (3.25)

Заметим, что вместо наложения обратных условий Хиггса можно ввести

новую переменную, 𝐴𝑖
𝑗, согласно выражению [11]

𝐷[𝑖𝜓𝑗] = 𝐴𝑖
𝑗 . (3.26)

Поскольку левая часть данного уравнения содержит 𝐴𝑖
𝑗 без производных,

то подобная замена переменных не уменьшает количество степеней свободы

в теории и, следовательно, является хорошо определенной. Подобное прере­

обозначение полей позволяет перейти от поля 𝐴𝑖
𝑗, преобразующегося неодно­

родно под действием группы симметрий, к полю 𝐴𝑖
𝑗, преобразующемуся уже

однородно. Таким образом, переопределение степеней свободы (3.26) соответ­

ствует выделению однородно преобразующихся величин [11]. В частности,

оно совпадает с переопределением полей (3.11), которое было сделано при

явном вычислении эффективного лагранжиана с целью нахождения более

удобной параметризации полей.

В общем случае, всегда, когда возможно применить обратный эффект

Хиггса, оказывается также возможным сделать переопределение полей типа

(3.26) [9, 11]. В связи с этим возникает вопрос об интерпретации обратного

эффекта Хиггса и присутствии (или отсутствии) в эффективной теории поля

типа 𝐴𝑖
𝑗. В рассматриваемом примере данное поле было необходимо для пара­

метризации флуктуаций 𝑉 𝑖
𝑎 . В следующем разделе будет рассмотрен случай,

когда эффективная теория не будет содержать подобного поля. Сравнение

этих двух теорий позволит прояснить физическую интерпретацию обратного

эффекта Хиггса, а также установить однозначный критерий, когда он должен

применяться.
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3.3. Обратный эффект Хиггса и избыточные

намбу–голдстоуновские поля

3.3.1. Модель

Для прояснения физического смысла обратного эффекта Хиггса в слу­

чаях, когда часть намбу–голдстоуновских полей является избыточными, про­

следим, как он возникает при прямом нахождении эффективного лагранжи­

ана. Для этого рассмотрим теорию, которая, помимо полей 𝜙𝑎 и 𝑉 𝑖
𝑎 , введён­

ных в предыдущем разделе, также содержит скалярное поле 𝜃 и описывается

лагранжианом

ℒ = −1

2
(�𝜙𝑎)2 − 1

2
(𝜕𝑖𝜃)

2 +
1

4

(︀
𝜕[𝑖𝑉

𝑎
𝑗]

)︀2
+ 𝜆𝜃𝑉 𝑖

𝑎𝜕𝑖𝜙
𝑎 , (3.27)

где � = 𝜕𝑖𝜕
𝑖 и 𝜆 является некоторой постоянной. Подобная модель имеет

те же симметрии, что пример из предыдущего раздела. Однако, благодаря

введению поля 𝜃 и оператора �, она допускает решение

𝜙𝑎 = 𝜇2𝑥𝑎 , 𝜃 = 0 , 𝑉 𝑖
𝑎 = 0 (3.28)

при произвольном значении параметра 𝜇2. Подобное решение нарушает те

же симметрии, что и пример из предыдущего раздела, и описывается схемой

спонтанного нарушения симметрий (3.7). Отличие между рассматриваемой

и предыдущей моделями заключается в том, что теперь намбу–голдстоунов­

ское поле для нарушенных генераторов Лоренцевых преобразований явля­

ется избыточным. Действительно, намбу–голдстоуновский сектор содержит

только 𝑑 степеней свободы, соответствующих флуктуации 𝜙𝑎. Следовательно,

намбу–голдстоуновские поля для нарушенных генераторов группы Лоренца

не необходимы для описания всевозможных флуктуаций вакуума.

Прямое вычисление эффективного лагранжиана приводит к выражению

ℒ𝜓 = −1

2
(�𝜓𝑎)2 − 1

2
(𝜕𝑖𝜃)

2 +
1

4

(︀
𝜕[𝑖𝑉

𝑎
𝑗]

)︀2
+ 𝜆𝜃𝑉 𝑖

𝑎 (𝜇2𝛿𝑎𝑖 + 𝜕𝑖𝜓
𝑎) , (3.29)
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где 𝜓𝑎 описывает флуктуации 𝜙𝑎 над решением (3.28). Единственным полем,

соответствующим намбу–голдстоуновской моде, является 𝜙𝑎, а 𝑉 𝑖
𝑎 и 𝜃 пред­

ставляют поля материи в низкоэнергетической теории. Заметим, что поле

𝑉 𝑖
𝑎 заряжено под действием 𝑆𝑂(𝑑)𝑖𝑛𝑡, в то время как низкоэнергетический

экспериментатор, в силу нарушенности генераторов группы Лоренца, класси­

фицировал бы поля по (неприводимым) представлениям ненарушенной груп­

пы 𝑆𝑂(𝑑)𝑉 . Следовательно, для перехода к подобной параметризации полей

необходимо преобразовать лагранжиан (3.29) далее таким образом, чтобы

все поля, кроме намбу–голдстоуновских мод, были бы заряжены только под

действием 𝑆𝑂(𝑑)𝑉 .

3.3.2. Применение конструкции смежных классов

Прежде чем перейти к поиску описанной выше параметризации, изучим

сначала вопрос о том, какое фактор–пространство следует использовать для

построения эффективного действия в рамках конструкции смежных классов.

Для этого будет использована техника редукционных матриц [34, 76], извест­

ная также как полярное разложение. Как будет показано ниже, полученный

с помощью данной техники ответ не совпадает со стандартным, (3.18), следу­

ющим из схемы спонтанного нарушения симметрий (3.7).

Суть полярного разложения заключается в разделении намбу–голдсто­

уновских и остальных полей. А именно, если обозначить все поля, присутству­

ющие в изначальной теории, через 𝜒(𝑥), а через 𝛾(𝑥) намбу–голдстоуновские

моды, то полярное разложение имеет вид

𝜒(𝑥) = 𝛾(𝑥)�̃�(𝑥) , (3.30)

где �̃�(𝑥) таково, что оно не содержит намбу–голдстоуновских полей. Для

рассматриваемой теории введём 𝜒(𝑥) и �̃�(𝑥) следующим образом:

𝜒(𝑥) = (𝜙1, ... , 𝜙𝑑, 𝑉 1
1 , ... , 𝑉

𝑑
𝑑 , 𝜃)

𝑇 ,

�̃�(𝑥) = (𝜙1, ... , 𝜙𝑑, 𝑉 1
1 , ... , 𝑉

𝑑
𝑑 , 𝜃)

𝑇 ,
(3.31)
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Напомним, что, по определению, намбу–голдстоуновскими полями называют­

ся моды, порождаемые действием нарушенных генераторов на вакуум. Сле­

довательно, условие, что �̃�(𝑥) не содержит намбу–голдстоуновских мод, фор­

мулируется строгим образом через требование

�̃�𝑇 (𝑥)(𝑍𝑎𝜒(𝑥)) = 0 , (3.32)

где 𝑍𝑎 — нарушенные генераторы, а 𝑍𝑎 — их представление, соответствую­

щее 𝜒(𝑥). Положив 𝑍𝑎 генераторами внутренних трансляций, из выписанного

выше уравнения получаем, что

𝜙𝑎 = 0 для всех 𝑎 . (3.33)

Далее, положив 𝑍𝑎 равными �̄�𝑎𝑏, можно убедиться, что дополнительных

ограничений на �̃� не возникает. Таким образом,

�̃�(𝑥) = (0, ... , 0, 𝑉 1
1 , ... , 𝑉

𝑑
𝑑 , 𝜃) , (3.34)

где было учтено, что полярное разложение (3.30) должно сохранять количе­

ство степеней свободы в теории. Тогда, зная явное выражение для 𝜒(𝑥) и

�̃�(𝑥), можно найти 𝛾(𝑥) из уравнения (3.30),

𝛾(𝑥) = 𝑒𝑖𝑃𝑎𝜓
𝑎(𝑥) . (3.35)

Для получения эффективного действия, (3.30) необходимо подставить обрат­

но в лагранжиан (3.27). Заметим, что лагранжиан (3.27) может быть пере­

писан в терминах внешнего произведения 1–форм.3 Это означает, что един­

ственным намбу–голдстоуновским полем, присутствующем в теории, будет

𝜓𝑎, а его ковариантная производная находится из выражения

𝑒−𝑖𝑃𝑎𝜓
𝑎(𝑥)𝑒−𝑖𝑃𝑉 𝑖𝑥

𝑖

𝑑𝑒𝑖𝑃𝑉 𝑖𝑥
𝑖

𝑒𝑖𝑃𝑎𝜓
𝑎(𝑥) . (3.36)

3 Чтобы получить оператор �, необходимо также использовать оператор ковариантного дифферен­

цирования 𝒟, введённый в главе 1.
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Таким образом, чтобы воспроизвести лагранжиан (3.28), следует рассматри­

вать фактор–пространство

𝑔𝐻 = 𝑒𝑖𝑃𝑖𝑥
𝑖

𝑒𝑖𝑃𝑎𝜓
𝑎

. (3.37)

Покажем, что подобное фактор–пространство действительно позволяет вос­

произвести лагранжиан (3.29). Соответствующие ему формы Маурер–Карта­

на имеют вид

𝜔𝑖𝑃 = 𝑑𝑥𝑖 , 𝜔𝑎𝑃 = 𝑑𝜓𝑎 , 𝜔𝑎𝑏𝑀 = 𝜔𝑖𝑗𝐿 = 0 . (3.38)

Ковариантная производная поля 𝜓𝑎, таким образом, даётся обычной частной

производной,

𝐷𝑖𝜓
𝑎 = 𝜕𝑖𝜓

𝑎 . (3.39)

Беря ковариантную производную 𝒟𝑗 от 𝐷𝑖𝜓
𝑎, как если бы последнее было

полем метерии, получаем

𝒟𝑗𝐷𝑖𝜓
𝑎 = 𝜕𝑗𝜕𝑖𝜓

𝑎 . (3.40)

Данное выражение позволяет полностью воспроизвести члены в эффектив­

ном лагранжиане (3.29), содержащие поле 𝜓𝑎,

−1

2
(𝒟𝑖𝐷𝑖𝜓

𝑎)2 + 𝜆𝜃𝑉 𝑖
𝑗𝐷𝑖𝜓

𝑗 . (3.41)

Оставшиеся члены эффективного лагранжиана воспроизводятся тривиаль­

но, если рассмотреть поля 𝜃 и 𝑉 𝑖
𝑎 как поля материи. Таким образом показа­

но, что лагранжиан (3.29) может быть воспроизведён в рамках конструкции

смежных классов при использовании фактор–пространства (3.37).

Рассмотренный пример может быть легко обобщён. А именно, пусть за­

дано 𝜒(𝑥) и вакуумное состояние теории. Пусть далее 𝐿𝑆(𝑆𝑛) является ли­

нейной оболочной генераторов, аннигилирующих вакуум в начале координат,
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и 𝑆𝑛 формирует базис в данном пространстве.4 Пусть далее генераторы 𝐵𝛼

дополняют набор генераторов 𝑆𝑛 до полного набора базисных генераторов

алгебры 𝐺, элементы которого будет обозначаться как 𝑍𝑎. Заметим, что все

генераторы 𝐵𝛼 не аннигилируют вакуум в начале координат. В силу этого,

генератор 𝑆 ∈ 𝑆𝑛 нарушен тогда и только тогда, когда существует генератор

𝐵 ∈ 𝐵𝛼 такой, что

[𝑃𝜇, 𝑆] ∋ 𝐵 , (3.42)

где 𝑃𝜇 – генераторы трансляций в нарушенной фазе теории.5 Действительно,

действие 𝑆 в точке 𝑥𝜇 связано с действием 𝑆 в начале координат следующим

образом,

𝑆(𝑥) = 𝑒−𝑖𝑃𝜇𝑥
𝜇

𝑆(0)𝑒𝑖𝑃𝜇𝑥
𝜇

. (3.43)

Поскольку действие 𝑆(0) аннигилирует вакуум, то 𝑆 нарушено тогда и только

тогда, когда выполнено условие (3.42). Таким образом, нарушение 𝑆𝑛 всегда

является следствием нарушения генераторов 𝐵𝛼. В дальнейшем, генераторы

типа 𝑆𝑛 будут называться частично нарушенным, а типа 𝐵𝛼 — строго нару­

шенными.

Рассмотрим далее аналог уравнения (3.30), используемого в общем слу­

чае для определения 𝛾(𝑥). Поскольку все 𝐵𝛼 независимы, уравнения (3.32) с

𝑍𝑎, заменёнными на 𝐵𝛼, также независимы. Для частично нарушенных гене­

раторов ситуация иная. А именно, поскольку действие 𝑆𝑛 на вакуум сводится

к действию 𝐵𝛼 на вакуум, подстановка подобных генераторов в уравнение

(3.32) не накладывает новых ограничений на �̃�(𝑥). Следовательно, чтобы ис­

ключить намбу–голдстоуновские моды из 𝜒(𝑥), достаточно выбрать 𝛾(𝑥) в
4 Стоит отметить, что базис алгебры 𝐺 определён неоднозначно. В частности, в алгебре 𝐼𝑆𝑂(𝑑)𝑖𝑛𝑡

в качестве базисных векторов можно выбрать генераторы вида 𝑒−𝑖𝑃𝑘𝑎
𝑘

�̄�𝑎𝑏𝑒
𝑖𝑃𝑖𝑎

𝑖

при любом значении

вектора 𝑎𝑘. Благодаря этому количество генераторов 𝑆𝑛, в соответствии с данным выше определением, не

зависит от конкретного выбора вакуумного решения в теории, а также от выбора точки начала координат.
5 Как мы видели на приведённых примерах, генераторы 𝑃𝜇 могут отличаться от 𝑃𝜇. Случай, когда

количество 𝑃𝜇 меньше, чем количество 𝑃𝜇 (например, такая возможность реализуется, когда вакуум —

скалярная доменная стенка), будет рассмотрен далее.
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виде

𝛾 = 𝑒𝑖𝐵𝛼𝜉
𝛼

, (3.44)

где 𝜉𝛼 — намбу–голдстоуновские поля для строго нарушенных генераторов

𝐵𝛼. Далее, дословно повторяя рассуждение из рассмотренного выше приме­

ра, можно сделать вывод, что в фактор–пространство должны быть включе­

ны экспоненты только от строго нарушенных генераторов. Данный результат

означает, что в эффективной теории будут присутствовать только намбу–гол­

дстоуновские поля 𝜉𝑎.

В разделе 2.5 будет показано, что последовательное применение метода

индуцированных представлений введёт к такому же заключению — в исполь­

зуемое для построения эффективной теории фактор–пространство следует

включать экспоненты только от строго нарушенных генераторов. Тем не ме­

нее, приведённые рассуждения, основанные на формализме полярного разло­

жения, уже достаточны для обоснования предложенного правила. Заметим

также, что из результатов настоящего раздела следует, что обратный эффект

Хиггса не может быть настоящим физическим эффектом, поскольку соответ­

ствующие избыточные поля просто не должны были быть введены с самого

начала, ни как условие фиксации калибровки.

В заключении этого раздела сделаем замечание по поводу определения

начала координат. В качестве такового, конечно, может быть выбрана произ­

вольная точка многообразия, на котором определена теория. В связи с этим

может казаться, что определение частично и строго нарушенных генерато­

ров плохо определено. Однако, это не так. Действительно, при выборе точки

начала координат также фиксируется и действие её группы стабильности на

поля в данной точки. Последнее не зависит от выбора начала координат, а

в произвольной точке многообразия даётся выражением (3.43). В силу этих

двух фактов классификация нарушенных генераторов на частично и строго

нарушенные не зависит от выбора точки начала координат.



110

3.3.3. Интерпретация обратного эффекта Хиггса

Из приведенных выше рассуждений следует следующее заключение: при

последовательном применении конструкции смежных классов избыточные

поля не вводятся ни на одном из шагов конструкции. Однако, при этом оста­

ётся следующая проблема — получаемые подобным образом эффективные

лагранжианы не подходят для изучения эффективной теории с точки зрения

низкоэнергетического наблюдателя. А именно, низкоэнергетический наблюда­

тель не смог бы классифицировать поля с точки зрения частично нарушен­

ных генераторов, поскольку для него они предстают как нарушенные. Что­

бы решить эту проблему, необходимо некоторым образом сделать все поля,

кроме намбу–голдстоуновских мод, незаряженными под действием частично

нарушенных генераторов. Чтобы этого добиться, требуется подобрать замену

переменных вида

𝑉 𝑖
𝑎 → Ω𝑏

𝑎𝑉
𝑖
𝑏 , (3.45)

где Ω𝑏
𝑎 является элементом 𝑆𝑂(𝑑)𝑖𝑛𝑡, зависящим от 𝜓𝑎, единственного Намбу–

Голдстоуновского поля. Подобная замена переменных, если возможна, дости­

гает поставленной цели: под действием 𝑆𝑂(𝑑)𝑖𝑛𝑡 преобразовывалась бы толь­

ко Ω𝑏
𝑎, в то время как поле 𝑉 𝑖

𝑏 оставалось неизменным. Предложенная замена

переменных позволила бы также “разрядить” 𝑉 𝑖
𝑎 под действием 𝑆𝑂(𝑑)𝑆𝑇 , по­

скольку любое подобное преобразование всегда может быть представлено в

виде комбинации действий векторной подгруппы 𝑆𝑂(𝑑)𝑉 и внутренней груп­

пы вращений 𝑆𝑂(𝑑)𝑖𝑛𝑡. Таким образом, для решения обозначенной проблемы

необходимо найти подходящий элемент Ω𝑏
𝑎.

Покажем, что требуемое выражение существует и, на самом деле, про­

цедура “разряжения” полей материи под действием 𝑆𝑂(𝑑)𝑖𝑛𝑡 соответствует

применению обратного эффекта Хиггса. Для этого заметим сначала, что ес­

ли бы 𝜔𝑎𝑏 было настоящим, не избыточными намбу–голдстоуновскими полем,

то Ω𝑎
𝑏 можно было бы взять в виде Ω(𝜔)𝑎𝑏 . Следовательно, чтобы осуществить
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искомую замену переменных, необходимо найти такую комбинацию поля 𝜓𝑎 и

его производных, что она преобразовывались бы также, как и 𝜔𝑎𝑏. Очевидно,

подобное выражение можно найти при изучении фактор–пространство (3.18),

в котором 𝜔𝑎𝑏 рассматривается как вспомогательные поля, введённые только

для нахождения подходящей функции Ω𝑏
𝑎. Тогда применение обратного эф­

фекта Хиггса как раз и решает требуемую задачу. Таким образом, искомая

замена переменных найдена.

Заметим, что искомое выражение для Ω𝑎
𝑏 может быть найдено при помо­

щи любого фактор–пространства, включающего 𝜔𝑎𝑏. Фактор–пространство

(3.18) выделено только тем, что получаемое из него выражение наиболее про­

сто, в то время как выражения, получаемые из других фактор–пространств,

могут, в общем случае, содержать координаты и другие поля [13]. Как следует

из приведенного выше анализа, получаемые при этом теории эквивалентны,

поскольку от одной к другой можно перейти соответствующей заменой пара­

метризации полей.

В целях иллюстрации полученных результатов полезно сравнить пара­

метризацию поля 𝑉 𝑖
𝑎 в эффективных теориях из предыдущего и настоящего

разделов. В последнем случае параметризация 𝑉 𝑖
𝑎 даётся выражением (3.45),

в то время как в секции 3.1 итоговое переопределение поля 𝑉 𝑖
𝑎 , выделяющее

однородно преобразующуюся часть, имело вид

𝑉 𝑖
𝑎 → Ω𝑐

𝑎(𝜓)Ω𝑏
𝑐(�̃�

𝑘𝑙)𝛿𝑖𝑏𝑀 , (3.46)

где �̃�𝑘𝑙 = 𝐴𝑘𝑙/𝑀 . Таким образом, разница между рассмотренными примерами

заключается в следующем: в первом примере, с массивными намбу–голдсто­

уновскими полями, присутствие поля �̃�𝑎𝑏 необходимо для описания полного

спектра возможных флуктуаций вакуума, в то время как во втором примере

поле 𝜔𝑎𝑏 играет лишь вспомогательную роль.

Заметим также следующее различие примеров из предыдущего и на­

стоящего разделов, связанное c построением ултрафиолетового пополнения
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соответствующих теорий. Поскольку во втором примере все поля, в итоге,

должны быть разряжены под действием частично нарушенных симметрий,

то для построения однородно преобразующихся величин необходимо действи­

тельно рассматривать фактор–пространство (3.18) с последующим примене­

нием обратного эффекта Хиггса. Однако, поскольку в подобной конструкции

поле 𝜔𝑎𝑏 играет только вспомогательную роль, с ним не ассоциирован ника­

кой масштабный параметр. Как следствие, в подобных теориях не возникает

энергетического масштаба, при котором поле 𝜔𝑎𝑏 было бы необходимо ввести

в теорию для восстановления унитарности.

3.4. Доменные стенки

В целях развития изложенных выше идей рассмотрим ещё два примера

— построение эффективных действий для скалярной и векторной доменных

стенок. Данные примеры позволяют проиллюстрировать, как могут быть по­

лучены эффективные действия в случаях, когда количество ненарушенных

трансляций в ненарушенной и спонтанно нарушенных фазах различно. Будет

показано, что в подобных случаях эффективное действие может быть постро­

ено как погружение эффективной теории меньшей пространственно–времен­

ной размерности в полное пространство–время. При этом в построении не

будет использован обратный эффект Хиггса, как это было сделано в разделе

1.7. Указанный факт отличает предложенный метод от стандартного способа

получения эффективного действия в подобных случаях, но полностью согла­

суется с методом, разработанным в предыдущем разделе. В частности, век­

торная доменная стенка является примером ещё одной теории, эффективное

действие которой содержит массивную намбу–голдстоуновскию моду.

В настоящем разделе латинские индексы 𝑚,𝑛, .. и 𝑖, 𝑗, .. обозначают

(𝑑 + 1)– и 𝑑–мерные величины соответственно, а также принято соглашение

𝑥𝑑+1 ≡ 𝑧. Также, хотя теория со скалярной доменной стенкой уже была рас­
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смотрена в разделе 1.5 настоящей работы, для удобства чтения необходимые

формулы приведены ещё раз.

3.4.1. Скалярная доменная стенка

Простейшая теория, допускающая решение в виде скалярной доменной

стенки, имеет вид

𝒮 =

∫︁
𝑑𝑑+1𝑥

(︂
1

2
𝜕𝑚𝜙𝜕

𝑚𝜙− 𝜆

4

(︀
𝜙2 − 𝑣2

)︀2)︂
, (3.47)

где 𝜙 — действительное скалярное поле и 𝜆, 𝑣 > 0. При помощи подходящей

замены координат общее решение может быть представлено в виде

𝜙𝑧 = 𝑣 tanh

(︃√︂
𝜆

2
𝑣𝑧

)︃
. (3.48)

Спектр возмущений теории (3.47) над решением (3.48) в квадратичном по­

рядке состоит из одной массивной и одной безмассовой моды. Первая из

перечисленных мод представляет собой массивное связное состояние,6 в то

время как второе, безмассовое, является намбу–голдстоуновской модой для

нарушенного генератора трансляций вдоль оси 𝑧. Эффективный лагранжи­

ан, как известно, имеет вид

ℒ𝜓 =

∫︁
𝑑𝑧(𝜕𝑧𝜙𝑧)

2
√︀

|ℎ| , ℎ = detℎ𝑖𝑗 , ℎ𝑖𝑗 = 𝜂𝑖𝑗 + 𝜕𝑖𝜓𝜕𝑗𝜓 , (3.49)

где 𝜓(𝑥) ≡ 𝜙(𝑥) − 𝜙𝑧 и 𝜂𝑖𝑗 является метрикой Минковского.

Рассмотрим, как вышеуказанный эффективный лагранжиан может быть

получен в рамках конструкции смежных классов. Стандартный способ его

построения включает применение обратного эффекта Хиггса [14, 59]. Ниже

будет изложен новый способ, основанный на той же логике, что была исполь­

зована в предыдущем разделе.
6 Стоит заметить, что количество подобных мод зависит от формы потенциала. В частности, под­

ходящим выбором последнего можно добиться отсутствия подобных мод вплоть до масштаба сильной

связи. По этой причине данная мода не может являться намбу–голдстоуновской модой для нарушенных

генераторов преобразований Лоренца.
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Прежде всего заметим, что намбу–голдстоуновское поле, ассоциирован­

ное с нарушенными генераторами Лоренца 𝐿𝑖𝑧, является избыточными (𝐿𝑖𝑧

— частично нарушенные генераторы). По этой причине, по аналогии с приме­

ром из раздела 3.3.1, они не будут включены в фактор–пространство, исполь­

зуемое для построения эффективного действия. В этом смысле допустимо

сказать, что схема нарушения симметрий для скалярной доменной стенки

имеет вид

𝐼𝑆𝑂(1, 𝑑) → 𝑒𝑖𝑃𝑖𝑥
𝑖 × 𝑆𝑂(1, 𝑑) . (3.50)

Соответствующее данной схеме фактор–пространство имеет вид

𝑔𝐻 = 𝑒𝑖𝑃𝑖𝑥
𝑖

𝑒𝑖𝑃𝑧𝜓 , (3.51)

где параметр при 𝑃𝑧, 𝜓(𝑥), является намбу–голдстоуновским полем, в то вре­

мя как параметры при остальных генераторах трансляций являются коорди­

натами. Формы Маурер–Картана для фактор–пространства (3.51) имею вид

𝜔𝑖𝑃 = 𝑑𝑥𝑖 , 𝜔𝑧𝑃 = 𝑑𝜓 . (3.52)

Для перехода к построению эффективного действия заметим, что последнее

описывает флуктуации скалярной доменной стенки вдоль оси 𝑧. Следователь­

но, эффективное действие должно получаться как вложение доменной стенки

в полное пространство–время Минковского. В свою очередь это означает, что

все ковариантные величины для построения эффективного действия могут

быть построены как проекции с полного простраства–времени на поверхность

доменной стенки. В частности, инвариантный элемент объёма имеет вид [77]

Vol. = 𝜖𝑖1..𝑖𝑑(𝜆
𝑖1
𝑛1
𝑑𝑥𝑛1) ∧ ... ∧ (𝜆𝑖𝑑𝑛𝑑𝑑𝑥

𝑛𝑑) , 𝜆𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 , 𝜆𝑖𝑧 = 𝜂𝑖𝑗
𝛿

𝛿𝑑𝑥𝑗
, (3.53)

где 𝜆𝑖𝑛 — оператор проекции на поверхность доменной стенки. Всюду далее

символы 𝑥𝑛 и 𝑦𝑖 будут использованы для обозначения величин в пространстве
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Минковского и на поверхности доменной стенки соответственно. 𝑑 мерные

тетрады определяются при помощи соотношения

𝑒𝑖𝑗𝑑𝑦
𝑗 = 𝜆𝑗𝑛𝑑𝑥

𝑛 . (3.54)

Приведенное определение ведёт к стандартному выражению для индуциро­

ванной на поверхности доменной стенки метрики,

ℎ𝑖𝑗 = 𝜂𝑚𝑛
𝜕𝑥𝑚

𝜕𝑦𝑖
𝜕𝑥𝑛

𝜕𝑦𝑗
= 𝜂𝑖𝑗 + 𝜕𝑖𝜓𝜕𝑗𝜓 . (3.55)

Далее, поскольку инвариантная форма объёма (3.53) является определителем

𝑒𝑖𝑗, который, в свою очередь, является корнем из определителя индуцирован­

ной метрики, имеем

ℒ𝜓 = 𝐶
√︀

|ℎ| , (3.56)

где 𝐶 является некоторой постоянной. Наконец, положив 𝐶

𝐶 =

∫︁
𝑑𝑧(𝜕𝑧𝜙𝑧) (3.57)

можно воспроизвести эффективное действие (3.49).

Приведенное построение показывает, что эффективное действие для ска­

лярной доменной стенки может быть получено без применения обратного

эффекта Хиггса. В частности, принцип построения эффективного действия

имеет ясную геометрическую интерпретацию — вложение теории меньшей

пространственно–временной размерности в изначальную. Стоит также заме­

тить, что, поскольку только лагранжиан (3.56) имеет требуемую симметрию

Пуанкаре, то, в силу симметрийных соображений, стандартный метод полу­

чения эффективного действия также должен был привести к правильному

ответу.

3.4.2. Векторная доменная стенка

Рассмотрим теперь пример векторной доменной стенки. В отличии от

скалярной доменной стенки, часть из независимых флуктуаций векторной
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доменной стенки порождены действием нарушенных генераторов группы Ло­

ренца на вакуум. Как будет показано ниже, данные моды являются массив­

ными, а их эффективное действие воспроизводится при помощи конструкции

смежных классов.

Лагранжиан рассматриваемой теории имеет вид

ℒ = −1

4
𝐹 2
𝑚𝑛 −

𝜆

4

(︀
𝐴𝑚𝐴

𝑚 − 𝑣2
)︀2
, 𝐹𝑚𝑛 = 𝜕𝑚𝐴𝑛 − 𝜕𝑛𝐴𝑚 . (3.58)

Следуя работе [78], параметризуем поле 𝐴𝑚 следующим образом:

𝐴𝑚 = 𝐴(𝑎𝑛𝑥
𝑛)n𝑚 , (3.59)

где 𝑎𝑛 и n𝑚 являются некоторыми векторами единичной длины. Потенциал

теории имеет минимум при 𝐴 = 𝑣 и произвольном n𝑚. Подставляя парамет­

ризацию (3.59) в уравнения движения, следующие из лагранжиана (3.58),

получаем уравнения движения:

𝑎𝑚n
m = 0 , 𝐴′′ − 𝜆𝐴(𝐴2 − 𝑣2) = 0 , (3.60)

где штрих означает дифференцирование по аргументу. Уравнения (3.60) по­

казывают, что решением является поперечный вектор, модуль которого под­

чиняется такому же уравнению, что и скалярная доменная стенка из предыду­

щего раздела. В силу данной аналогии, в рассматриваемой модели также име­

ется решение. Не уменьшая общности, можно положить n𝑚 = 𝛿𝑚𝑦 , 𝑎𝑚 = 𝛿𝑚𝑧,

где 𝑦 ≡ 𝑥𝑑−1 и 𝑧 ≡ 𝑥𝑑. В дальнейшем прописные латинские буквы из се­

редины алфавита, 𝑖, 𝑗, ..., будут использоваться для обозначения координат

𝑥1, .., 𝑥𝑑−2. Заметим, что векторная доменная стенка нестабильна [78]. Тем

не менее, конструкция смежных классов применима для выделения действия

намбу–голдстоуновских мод. Тогда, в рамках стандартного определения на­

рушенных генераторов, векторная доменная стенка нарушает следующие ге­

нераторы:

𝑃𝑧 , 𝑀𝑦𝑖 , 𝑀𝑧𝑦 , 𝑀𝑧𝑖 . (3.61)
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Однако можно легко убедиться, что 𝑀𝑧𝑖 не являются нарушенными в стро­

гом смысле, и потому соответствующее намбу–голдстоуновское поле является

избыточным.

Получим сначала намбу–голдстоуновский сектор рассматриваемой тео­

рии при помощи прямого вычисления эффективного лагранжиана. С этой

целью параметризуем поля следующим образом [79],

𝐴𝑚 = Λ𝑚𝑦(𝑤)𝐴(𝑧 + 𝜓(𝑤)), Λ𝑚𝑦 ∈ 𝑆𝑂(𝑑+ 1), Λ𝑚𝑦 ≃ 𝛿𝑚𝑦 + 𝜔𝑚𝑦 , (3.62)

где 𝜔𝑚𝑦(𝑤) и 𝜓(𝑤) являются намбу–голдстоуновскими полями для нарушен­

ных генераторов 𝑀𝑚𝑦 и 𝑃𝑧 соответственно, 𝑤𝑖 обозначает первые (𝑑 − 2) ко­

ординаты, и 𝐴(𝑧) — профиль доменной стенки, задаваемый правой частью

уравнения (3.48). При использовании подобной параметризации намбу–гол­

дстоуновские моды в прямом вычислении и вводимые в конструкции смеж­

ных классов будут совпадать. Стоит также заметить, что предложенная па­

раметризация 𝐴𝑚 в уравнении (3.62) описывает всевозможные флуктуации

доменной стенки. Данное наблюдение еще раз подтверждает сделанный ранее

вывод о том, что намбу–голдстоуновское поле для 𝑀𝑧𝑖 является избыточны­

ми. Подставляя (3.62) обратно в лагранжиан, с точностью до членов квадра­

тичного порядка по полям, получаем следующий эффективный лагранжиан,

ℒ𝜓,𝜔 = −1

4

(︀
(𝐴′(𝑧))2(𝜕𝜇𝜓)2 + 𝐴(𝑧)2(𝜕𝜈𝜔𝜇𝑦)

2
)︀
+

+
1

4

(︀
𝐴′(𝑧)(𝜔𝑧𝑦 + 𝜕𝑦𝜓) + 𝐴(𝑧)(𝜕𝜇𝜔𝜇𝑦)

)︀2
,

(3.63)

где греческие индексы принимают значение от 1 до 𝑑 − 1. Как видно из

приведенного выражения, поле 𝜔𝑧𝑦 массивно и представляет собой массивное

Намбу–

Голдстоуновское поле. Поля же 𝜓 и 𝜔𝑖𝑦 безмассовы и являются обычными

намбу–голдстоуновскими модами.

Рассмотрим теперь вопрос о том, как данное эффективное действие вос­

производится в рамках конструкции смежных классов. Поскольку генерато­
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ры 𝑀𝑧𝑖 не нарушены в строгом смысле, следует рассмотреть фактор–про­

странство вида

𝑔𝐻 = 𝑒𝑖𝑃𝜇𝑥
𝜇

𝑒𝑖𝑃𝑧𝜓𝑒𝑖𝐿𝜇𝜔
𝜇

, (3.64)

где 𝐿𝜇 ≡𝑀𝜇𝑦. Формы Маурер–Картана,

𝑔−1
𝐻 𝑑𝑔𝐻 = 𝑖𝑃𝜇𝜔

𝜇
𝑃 + 𝑖𝑃𝑧𝜔𝑃𝑧

+ 𝑖𝐿𝜇𝜔
𝜇
𝐿 + 𝑖𝑀𝜇𝜈𝜔

𝜇𝜈
𝑀 , (3.65)

имеют вид

𝜔𝑃𝑧
= Λ𝑧

𝑛𝑑𝑥
𝑛 = Λ𝑧

𝑧𝑑𝜓 + Λ𝑧
𝜇𝑑𝑥

𝜇 , 𝜔𝜇𝑃 = Λ𝜇
𝑧𝑑𝜓 + Λ𝜇

𝜈𝑑𝑥
𝜈 ,

𝜔𝜇𝐿 =
sinh𝜔

𝜔
𝑑𝜔𝜇 − (𝜔𝑑𝜔)

sinh𝜔 − 𝜔

𝜔3
𝜔𝜇 ,

(3.66)

где 𝜔 =
√−𝜔𝜇𝜔𝜇 и [12]

Λ𝑧
𝑧 = cosh𝜔 , Λ𝜇

𝑧 = 𝜔𝜇
sinh𝜔

𝜔
,

Λ𝑧
𝜇 = 𝜔𝜇

sinh𝜔

𝜔
, Λ𝜇

𝜈 = 𝛿𝜇𝜈 − 𝜔𝜇𝜔𝜈
cosh𝜔 − 1

𝜔2
,

(3.67)

и явный вид 𝜔𝜇𝜈𝑀 нам не понадобится. Полученные выражения позволяют

воспроизвести эффективный лагранжиан (3.63). С точностью до членов квад­

ратичного порядка наиболее общий вид эффективного лагранжиана может

быть записан в виде

ℒ𝜓,𝜔 = 𝑐1(𝑧)(𝜕𝜇𝜓)2+𝑐2(𝑧)(𝜕𝜇𝜔
𝜇𝑦)2 + 𝑐3(𝑧)(𝜕𝜇𝜔

𝜈𝑦)2+

+𝑐4(𝑧)(𝜕𝑦𝜓 + 𝜔𝑧𝑦)𝜕𝜇𝜔
𝜇𝑦 + 𝑐5(𝑧)(𝜕𝑦𝜓 + 𝜔𝑧𝑦)

2 .
(3.68)

Заметим, что последние два члена разрешены в рамках конструкции смеж­

ных классов, поскольку генераторы 𝑀𝑦𝑚 нарушены. Далее, положив

𝑐5 = −𝑐1 =
1

4

∫︁
𝑑𝑧
(︀
𝐴′(𝑧)

)︀2
, 𝑐2 = −𝑐3 =

1

4

∫︁
𝑑𝑧𝐴2(𝑧) , 𝑐4 =

∫︁
𝑑𝑧

1

2
𝐴′(𝑧)𝐴(𝑧) ,

(3.69)

лагранжиан (3.68) совпадёт с лагранжианом (3.58).

Рассмотренные выше примеры показывают, что предложенная в преды­

дущем разделе техника применения конструкции смежных классов позволя­

ет воспроизвести эффективные лагранжианы меньшей размерности, а так­

же позволяет привести ещё один пример массивных намбу–голдстоуновских
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мод. Заметим также, что для получения удобной с точки зрения низкоэнер­

гетического наблюдателя параметнризации полей будет необходимо также

применить обратный эффект Хиггса.

3.5. Метод индуцированных представлений и

спонтанное нарушение пространственно-временных

симметрий

В настоящем разделе устанавливаются правила применения конструк­

ции смежных классов в случае спонтанного нарушения пространственно–вре­

менных симметрий исходя из основополагающего метода — метода индуци­

рованных представлений. Как будет показано ниже, последовательное при­

менение данного метода приводит к правилам использования конструкции

смежных классов, сформулированных в предыдущем разделе. Всюду далее

предполагается, что группа симметрий 𝐺 не является калибровочной и не

содержит дискретных элементов.

3.5.1. Метод индуцированных представлений и конструкция

смежных классов

Как было описано в главе 1, для применения метода индуцированных

представлений, в первую очередь необходимо задать область определения по­

лей. Предположим, что рассматриваемая теория определена на многообразии

𝒜 и имеет некоторый нетривиальный вакуум. Тогда, поскольку эффективная

теория описывает флуктуации вакуума, с геометрической точки зрения эф­

фективная теория определена над 𝒜, дополненным вакуумными значениями

полей. В дальнейшем последнее пространство будет обозначаться как 𝒜. На­

пример, если вакуумное значение некоторого скалярного поля 𝜙 равно 𝜙0

и не зависит от координат, то 𝒜 является набором точек вида (𝑥𝜇, 𝜙0). В
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этом случае 𝒜 изоморфна орбите любой из точек 𝒜 под действием генерато­

ров трансляций, определенных для 𝒜. В случае спонтанного нарушения про­

странственно–временных симметрий ситуация становится более сложной, по­

скольку поля могут иметь координатно–зависимое вакуумное решение. Про­

иллюстрируем этот факт на примере теории, рассмотренной в разделе 3.2. В

этом случае 𝒜 являлось набором точек вида (𝑥𝜈, 𝜇2𝑥𝜈, 𝑀𝛿𝜈𝑎). Очевидно, что

теперь действие генераторов трансляций 𝑃𝜇 на этом пространстве не тран­

зитивно, и потому требуется найти новые “эффективные” генераторы транс­

ляций 𝑃𝜇, которые бы действовали транзитивно на 𝒜. Для рассматриваемой

теории подобные генераторы легко найти — они задаются ненарушенной ком­

бинацией пространственно–временных и внутренних трансляций. Заметим,

что именно эти генераторы были использованы при параметризации фак­

тор–пространства (3.18). В общем случае, однако, нового набора генераторов

𝑃𝜇, действующего транзитивно на 𝒜, может не существовать. Например, по­

добная ситуация реализуется для скалярной и векторной доменных стенок,

рассмотренных выше. В настоящем разделе будет предполагаться, что набор

генераторов 𝑃𝜇 существует, а случай, когда это не так, будет рассмотрен в

следующем разделе.

Прежде чем продвинуться далее, установим обозначения. Пусть 𝒜 бу­

дет набором точек вида (𝑥𝜇, 𝜙(𝑥)) для некоторого поля 𝜙(𝑥), 𝐻0 обозначает

группу стабильности начала координат 𝒜, и набор генераторов 𝑍𝑎 дополня­

ет 𝑃𝜇 до полного набора базисных генераторов алгебры 𝐺. Заметим теперь,

что область значений флуктуаций вакуума в начале координат, 0⃗, состоит из

точек вида (⃗0, 𝜓), где 𝜓 принимает всевозможные значения из области значе­

ний 𝜙. Данное наблюдение мотивирует рассмотрение фактор–пространства

𝐺/(𝐻0 ×𝒜),

𝑔𝐻0
= 𝑒𝑖𝑍𝑎𝜉

𝑎

, (3.70)

которое устанавливает взаимно однозначное соответствие между 𝜉𝑎 и 𝜓. Сто­
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ит отметить аналогию данного шага с введением координат на 𝒜 в методе

индуцированных представлений. Тогда ключевое наблюдение состоит в том,

что вид (3.70) однозначно фиксирует все намбу–голдстоуновские поля (на на­

стоящий момент являющиеся пока только векторами), которые необходимы

для описания всевозможных флуктуаций вакуума. Иначе говоря, набор полей

𝜉𝑎 задаёт все поля, которые необходимы для построения неоднородной реали­

зации 𝐺. Таким образом, воспроизводится вывод, сделанный в предыдущем

разделе при помощи полярного разложения: в фактор–пространство необхо­

димо включать экспоненты только от строго нарушенных генераторов. Хотя

подобное заключение может казаться контринтуитивным, оно естественным

образом следует из метода индуцированных представлений.

Закончим теперь начатое построение. Действие элемента ℎ0 ∈ 𝐻0 на 𝜉𝑎

реализуется как левое действие 𝐻0 на фактор–пространство (3.70),

𝑔𝐻0
→ ℎ · 𝑔𝐻0

· ℎ−1
0 (ℎ, 𝑔𝐻0

) : 𝜉𝑎 → 𝜉′𝑎(ℎ, 𝑔𝐻0
) , (3.71)

где ℎ0 ∈ 𝐻0 таково, что ℎ·𝑔𝐻0
= 𝑔′𝐻0

·ℎ0. В частности, действие всех элементов

ℎ0 ∈ 𝐻0 на 𝜉𝑎 линейно, как это следует из выражения

ℎ0 · 𝑔𝐻0
= (ℎ0 · 𝑔𝐻0

· ℎ−1
0 ) · ℎ0 . (3.72)

Полученное представление 𝐻0 следует далее индуцировать до представления

𝐺. Для этого необходимо выполнить стандартное действие — пополнить фак­

тор–пространство (3.70) экспонентами от генераторов эффективных трансля­

ций и сделать 𝜉𝑎 полями,

𝑔𝐻 = 𝑒𝑖𝑃𝜇𝑥
𝜇

𝑒𝑖𝑍𝑎𝜉
𝑎(𝑥) . (3.73)

Полученные таким образом поля 𝜉𝑎 являются ничем иным, как намбу–гол­

дстоуновскими полями для строго нарушенных генераторов.

Описанная конструкция демонстрирует, как из основополагающего ме­

тода, метода индуцированных представлений, следует правильное примене­
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ние конструкции смежных классов в случае спонтанного нарушения про­

странственно–временных симметрий. А именно, в фактор–пространство для

построения эффективных теорий необходимо включать генераторы только

строго нарушенных генераторов, что также автоматически исключает все из­

быточные намбу–голдстоуновские поля.

В заключении этого раздела сравним применение метода индуцирован­

ных представлений в случаях спонтанного нарушения внутренних и простран­

ственно–временных симметрий. В первом случае действие группы не зависит

от координат точки на многообразии 𝒜, вследствие чего все нарушенные ге­

нераторы являются автоматически нарушенными в строгом смысле. В случае

спонтанного нарушения пространственно–временных симметрий это уже не

так. Действительно, рассмотрим действие некоторого генератора простран­

ственно–временных симметрий и обозначим через 𝑆 его действие в начале

координат или, что то же самое, до индуцирования представления на всё

𝒜. Тогда после индуцирования действие данного генератора в произвольной

точке 𝑥𝜇 даётся выражением

𝑆(𝑥) = 𝑒−𝑖𝑃𝜇𝑥
𝜇

𝑆𝑒𝑖𝑃𝜇𝑥
𝜇

. (3.74)

Поскольку коммутатор 𝑆 и 𝑃 𝜇 не обращается в ноль (𝑆 — генератор простран­

ственно–временных симметрий), то 𝑆(𝑥), в отличии от 𝑆, может уже не зану­

лять вакуум. Таким образом, прямолинейный перенос определения нарушен­

ных генераторов со случая спонтанного нарушения внутренних симметрий

на случай спонтанного нарушения пространственно–временных симметрий и

стал причиной, по которой в построениях стали возникать избыточные поля.

Как показано выше, подобные моды не должны вводиться вообще, а в рамках

обратного эффекта Хиггса они выступают лишь как вспомогательные поля,

позволяющие найти удобную замену переменных.
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3.5.2. Эффективные теории меньшей размерности

Рассмотрим теперь случай, когда не существует набора генераторов, ко­

торые бы действовали транзитивно на 𝒜. Чтобы разработать технику при­

менения метода индуцированных представлений в подобных случаях, удобно

вернуться к примеру скалярной доменной стенки. Для этого случая простран­

ство 𝒜 является набором точек вида (𝑥𝜇 , 𝑧 , 𝜙𝑧(𝑧)). Очевидно, что в силу ви­

да 𝜙𝑧, орбита ни одной из точек 𝒜 под действием группы Пуанкаре 𝐼𝑆𝑂(1, 𝑑)

не покрывает 𝒜 целиком. Однако 𝒜 изоморфна орбите гиперповерхности

ℬ = { (0 , 𝑧 , 𝜙𝑧(𝑧)) , 𝑧 ∈ (−∞,+∞) } (3.75)

под действием генераторов трансляций 𝑃𝜇. Данное наблюдение предлагает

следующий способ построения подобных эффективных теорий. Сначала сле­

дует применить конструкцию смежных классов в каждой точке ℬ, что даёт

𝑑–мерное эффективное действие в фиксированной точке ℬ. По построению,

это соответствует лагранжевым плотностям полной (𝑑+ 1)–мерной теории в

каждой из точек ℬ. После интегрирования данных плотности по ℬ, получа­

ется полный эффективный лагранжиан. В частности, эффективное действие

для скалярной доменной стенки было получено ранее именно таким образом.

Остановимся более подробно на вопросе о том, как следует строить

лагранжевы плотности. Заметим сначала, что применение метода индуци­

рованных представлений в каждой из точек ℬ не позволяет воспроизвести

действие группы Пуанкаре, включающее преобразование координаты 𝑧. Од­

нако действие подобных преобразований можно определить для полного про­

странства–времени, и перенести его без изменений в спонтанно нарушенную

фазу. Подобное определение не приводит к противоречиям, поскольку в рам­

ках конструкции смежных классов действие группы однозначно фиксировано

законом композиции элементов группы. Далее, для каждой из точек 𝑧 ∈ ℬ

обозначим через ℬ𝑧 и 𝐻𝑧 орбиту данной точки под действием 𝑃𝜇 и группу

стабильности 𝑧 соответственно. Поскольку полное действие получается как
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интегрирование по 𝑧, то группой стабильности𝐻ℬ полной теории является пе­

ресечение всех 𝐻𝑧. Например, для рассматриваемого случая доменной стенки

𝐻ℬ является группой Лоренца. Тогда, поскольку 𝑃𝜇 образуют набор 𝑑 мерных

эффективных трансляций, единственным строго нарушенным генератором

является 𝑃𝑧. Таким образом, для построения эффективного действия скаляр­

ной доменной стенки необходимо использовать фактор–пространство (3.51),

которое и было использовано в предыдущем разделе. Поскольку лагранжевы

плотности получаются как вложения ℬ𝑧 в 𝒜, то в каждой фиксированной

точке 𝑧 лагранжева плотность имеет вид

ℒ𝑧 = 𝐶(𝑧)
√
ℎ . (3.76)

Интегрируя лагранжевы плотности по всем 𝑧, получаем полное эффективное

действие, (3.56).

Описанная выше процедура может быть легко обобщена следующим об­

разом. В случаях, когда не существует набора генераторов, действующих

транзитивно на 𝒜, следует найти гиперповерхность ℬ минимально возмож­

ной размерности 𝑛 и генераторы 𝑃𝜇 такие, что орбита ℬ под действием 𝑃𝜇

покрывает 𝒜 целиком. Действие группы симметрий вдоль 𝑛 измерений ℬ

следует положить таким, каковым оно является в полной теории. 𝑃𝜇 являют­

ся эффективными генераторами трансляций, действие которых на фиксиро­

ванную точку 𝑏 ∈ ℬ даёт некоторую (𝑑 − 𝑛) мерную гиперповерхность ℬ𝑏 .

Группой стабильности эффективной теории 𝐻ℬ является пересечение групп

стабильности всех точек ℬ. Для построения эффективных теорий в каждой

точке ℬ необходимо рассмотреть фактор–пространство 𝐺/𝐻ℬ и применить

конструкцию смежных классов для построения (𝑑−𝑛)–мерных лагранжевых

плотностей. Наконец, интегрируя лагранжевы плотности вдоль ℬ, можно вос­

произвести полный лагранжиан эффективной теории.

Соответствующие лагранжевы плотности получаются как вложения ℬ𝑏
в 𝒜. А именно, обозначим через 𝑦𝜇 координаты на ℬ𝑏. Тогда уравнения 𝑥𝑚 =
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𝑥𝑚(𝑦) определяют закон вложения ℬ𝑏 в 𝒜. Это позволяет получить все необ­

ходимые величины для построения лагранжевых плотностей на ℬ𝑏 как проек­

ции соответствующих величин из 𝒜. Например, инвариантный элемент объ­

ёма ℬ𝑏 имеет вид [77]

Vol. = 𝜖𝜇1..𝜇𝑑
𝜆𝜇1
𝑛1
...𝜆𝜇𝑑

𝑛𝑑
𝜔𝑛1𝑃 ∧ ... ∧ 𝜔𝑛𝑑𝑃 , (3.77)

где 𝜆𝜇𝑛 является оператором проектирования касательных векторов из 𝒜 на

ℬ𝑏. Тетрады 𝑒𝑛𝑚 на 𝒜 связаны с тетрадами 𝑒𝜇𝜈 на ℬ𝑏 соотношением

𝜖𝜇1..𝜇𝑑
(𝜆𝜇1

𝑛1
𝑒𝑛1𝜈1𝑑𝑥

𝜈1) ∧ ... ∧ (𝜆𝜇𝑑
𝑛𝑑
𝑒𝑛𝑑𝜈𝑑𝑑𝑥

𝜈𝑑) = 𝜖𝜇1..𝜇𝑑
𝑒𝜇1
𝜈1
...𝑒𝜇𝑑

𝜈𝑑
𝑑𝑦𝜈1 ∧ ... ∧ 𝑑𝑦𝜈𝑑 . (3.78)

Из этого выражения следует, что

𝑒𝜌𝜇𝑑𝑦
𝜇 = 𝜆𝜌𝑛𝑒

𝑛
𝑚𝑑𝑥

𝑚 . (3.79)

В свою очередь, приведённое выражение позволяет выразить инвариантную

метрику на ℬ𝑏 через метрику полного пространства, 𝑔𝑛𝑚,

ℎ𝜇𝜈 = 𝑔𝑛𝑚
𝜕𝑥𝑛

𝜕𝑦𝜇
𝜕𝑥𝑚

𝜕𝑦𝜈
, (3.80)

которая, как и ожидалось, совпадает со стандартным выражением. Осталь­

ные однородно преобразующиеся величины могут быть получены аналогич­

ным образом.

3.6. Свойства эффективных теорий

Перед обсуждением свойств эффективных теорий, возникающих вслед­

ствие спонтанного нарушения пространственно–временных симметрий, пере­

числим полученные результаты. Как было показано, только генераторам,

нарушенным в строгом смысле (то есть не аннигилирующим вакуум в на­

чале координат), соответствуют независимые намбу–голдстоуновские моды.

Данное утверждение является обобщением теоремы Намбу–Голдстоуна для
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случая спонтанного нарушения пространственно–временных симметрий. Од­

нако, в отличие от классического случая спонтанного нарушения внутрен­

них симметрий, в обсуждаемом ситуации часть намбу–голдстоуновских мод

может оказать массивными. Поля, соответствующие частично нарушенным

генераторам, являются вспомогательными. Обратный эффект Хиггса не яв­

ляется физическим явлением, а применяется для поиска удобной с точки

зрения низкоэнергетического наблюдателя параметризации полей. Заметим,

что уравнение (3.42) гарантирует, что подходящая замена переменных все­

гда существует. Различные параметризации фактор–пространства будут, в

общем случае, соответствовать различным способам переопределения полей.

Однако, все возможные параметризации эквивалентны, поскольку от одной

к другой можно перейти путём замены переменных.

Для подсчёта количества массивных намбу–голдстоуновских мод заме­

тим, что в процессе получения форм Маурер–Картана все 1–формы, содер­

жащие намбу–голдстоуновские поля без дифференциала, получаются из вы­

ражения

𝑒−𝑖𝑍𝑎𝜉
𝑎

(𝑒−𝑖𝑃𝜇𝑥
𝜇

𝑑𝑒𝑖𝑃𝜇𝑥
𝜇

)𝑒𝑖𝑍𝑎𝜉
𝑎 ∈ 𝑔−1

𝐻 𝑑𝑔𝐻 . (3.81)

Как было доказано в [12], взаимодействие между различными полями через

производные не меняет количества массивных и безмассовых мод. Следова­

тельно, количество массивных намбу–голдстоуновских мод равно количеству

намбу–голдстоуновских полей, входящих в (3.81) без производных. Однако

данное правило может иметь исключение. А именно, если намбу–голдстоунов­

ское поле входит без дифференциала в 1–форму для ненарушенных трансля­

ций, то, в зависимости от структуры группы, подобные поля могут оказаться

безмассовыми. Действительно, может оказаться так, что они исчезают из ко­

вариантной метрики и потому будут безмассовыми (конечно, при условии,

что во все оставшиеся 1-формы они входят со знаком дифференциала). Та­

ким образом, вопрос о массивности или безмассовости подобных полей дол­
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жен изучаться отдельно. Стоит также отметить, что некоторые поля могут

образовывать канонически сопряженные пары координата–импульс, что при­

водит к дальнейшему уменьшению степеней свободы в теории [15, 17, 70, 74].

В силу присутствия массивных намбу–голдстоуновских полей, характер­

ные спектры теорий со спонтанно нарушенными пространственно–временны­

ми и внутренними симметриями различаются. В обоих случаях в эффектив­

ных теориях присутствует масштаб сильной связи, выше которого теория

должны быть ултрафиолетово пополнена. Однако, в случае спонтанного на­

рушения пространственно–временных симметрий, в эффективных теориях

возникает также масштаб, связанный с массой намбу–голдстоуновских полей.

При энергии много меньше их массы, последние могут быть отынтегрирова­

ны. В этом случае получается низкоэнергетическая теория в её стандартном

понимании, то есть описывающая поведение только безмассовых мод [11, 13].

Заметим, что знать о существовании массивных намбу–голдстоуновских мод

важно, поскольку для построения ультрафиолетово полной теории их будет

необходимо ввести на некотором масштабе энергий [10]. В общем случае, соот­

ношение между масштабом сильной связи и массой намбу–голдстоуновских

полей может быть произвольным. Например, в модели из секции 3.2, масшта­

бом сильной связи является 𝑀 , в то врем как масса векторного поля κ может

быть как больше, так и меньше 𝑀 . В случае κ &𝑀 , векторное поле остаётся

нединамическим вплоть до масштаба сильной связи.

Как было показано в [11], массивные намбу–голдстоуновские моды мож­

но всегда переопределить так, что они преобразуются однородно под дей­

ствием всех элементов группы. Действительно, пусть некоторое массивное

намбу–голдстоуновское поле 𝐴 входит в 1-форму Маурер–Картана Ω𝐴 без

знака дифференциала (индексы опущены с целью упрощения обозначений).

Тогда можно сделать замену переменных

𝐴′ = Ω𝐴 . (3.82)
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Приведенное уравнение задаёт допустимую замену переменных, поскольку

обе его части содержат поля без производных. Далее, поскольку форма Мау­

рер–Картана Ω𝐴 пребразуется однородно под действием всех элементов груп­

пы симметрий, то 𝐴′ также всегда преобразуется однородно. В данной па­

раметризации поле 𝐴′ проебразуется как обычное поле материи и является

ничем иным, как массивной нерадиальной модой, обсуждаемой в [10]. При­

веденный выше аналог теоремы Намбу–Голдстоуна устанавливает критерий,

когда подобное поле будет присутствовать в эффективной теории. Этот ре­

зультат дополняет выводы работы [11] и показывает, что обратный эффект

Хиггса не связан с переопределением полей вида (3.82).

Одним из интересных следствий проведенного анализа является следую­

щее утверждение: если генераторы некоторой группы всегда действуют три­

виально на поля в начале координат, то им никогда не соответствуют (неиз­

быточные) намбу–голдстоуновские поля [79]. В частности, поскольку генера­

торы специальных конформных преобразований всегда зануляют квази–при­

марные поля, то в случае спонтанного нарушения конформной группы им

никогда не будут соответствовать намбу–голдстоуновские поля. Данный ре­

зультат подтверждает заключение главы 1 настоящей работы. Приведённое

следствие может оказаться интересным также в контексте изучения полино­

миальных симметрий [80, 81].

3.7. Сравнение с литературой

Сравним сначала приведенный результаты с выводами работ [8, 12]. Как

было показано в последних работах, некоторые из намбу–голдстоуновских по­

лей являются избыточными тогда, когда действие нарушенных генераторов

на вакуум не является линейно независимыми. Рассмотрим более подробно

данное утверждение на примере теорий, описываемых лагранжианами (3.3)

и (3.27) из раздела 3.3. Обозначим через Φ вакуумное значение полей и рас­
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смотрим следующее уравнение на ∆𝜓𝑎, ∆𝜔𝑎𝑏 ,

𝛿Φ ≡ (∆𝜓𝑎𝑃𝑎 +
1

2
∆𝜔𝑎𝑏�̄�

𝑏
𝑎)Φ = 0 . (3.83)

Если приведённое уравнение имеет нетривиальные решения, то конфигура­

ции полей (𝜓𝑎, 𝜔𝑎𝑏 ) и (𝜓𝑎+∆𝜓𝑎, 𝜔𝑎𝑏+∆𝜔𝑎𝑏 ) описывают одно и то же возмущение

вакуума, и поэтому набор полей (𝜓𝑎, 𝜔𝑎𝑏 ) является избыточным. Как можно

легко убедиться, для ваккума (3.6) не существует нетривиальных решений

уравнения (3.83). С другой стороны, для второй теории решения уравнения

(3.83) имеют вид

∆𝜓𝑎(𝑥) = 𝑥𝑏𝛼𝑎𝑏(𝑥) , ∆𝜔𝑎𝑏 (𝑥) = 𝛼𝑎𝑏(𝑥) , (3.84)

где 𝛼𝑎𝑏(𝑥) является произвольным антисимметричным по своим индексам по­

лем. Существование данного решения обусловлено тем фактом, что в данной

теории генераторы �̄�𝑎
𝑏 не являются нарушенными в строгом смысле: дей­

ствие �̄�𝑎
𝑏 в начале координат на вакуум равно нулю, но становится нетри­

виальным при ненулевых значений координат (в силу ненулевого коммута­

тора с нарушенным генератором 𝑃𝑎). Как следствие, уравнение (3.83) име­

ет решение (3.84). Как показывает приведённый в настоящей работе анализ,

намбу–голдстоуновское поле 𝜔𝑎𝑏 является вспомогательным, и его нельзя рас­

сматривать как настоящую, пускай и избыточную, степень свободы в теории.

К подобному выводу можно также прийти, заметив, что подходящим выбо­

ром 𝛼𝑎𝑏(𝑥) всегда можно занулить 𝜔𝑎𝑏 во всём пространстве. Таким образом,

соответствующее поле не является динамическим и независимым. Наоборот,

для зануления 𝜓𝑎 во всём пространстве поле 𝛼𝑎𝑏 должно быть сингулярным

в начале координат. Последнее наблюдение также показывает, что обратный

эффект Хиггса не может рассматриваться как фиксация калибровки в эф­

фективных теориях, допускающих описание одного и того же возмущения

вакуума с помощью различных конфигураций полей.

Заметим далее, что предлагаемый в настоящей работе поход находится

в полном согласии с работой [17]. В последней работе было показано, что если
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между Нётеровскими токами, соответствующими нарушенным генераторам,

имеется функциональная зависимость, то часть из намбу–голдстоуновских

полей является избыточными. В предложенном в настоящей работе подходе

соответствующие поля являются вспомогательными и также отсутствуют в

эффективной теории. Чтобы продемострировать, каким образом обсуждае­

мые конструкции совпадают, рассмотрим некоторую теорию со скалярным

полем, вакуумное значение которого зависит от координат. Для определен­

ности предположим, что вакуумное решение зависит только от координаты

𝑧. Тогда, поскольку действие нарушенных генераторов на вакуум в начале

координат тривиально (генераторы группы Лоренца всегда аннигилируют

скаляр), то, в соответствии с предложенным в настоящей работе критерием,

намбу–голдстоуновское поле для нарушенных генераторов Лоренца является

избыточными. Чтобы прийти к такому же выводу при помощи метода работы

[17], заметим, что для скалярного поля имеется следующая функциональная

зависимость между тензорами момента импульса и импульса–энергии:

𝑀𝜆
𝑧𝜈 = 𝑧𝑇 𝜆𝜈 − 𝑥𝜈𝑇

𝜆
𝑧 . (3.85)

Таким образом, критерий работы [17] также указывает на то, что намбу–гол­

дстоуновское поле для нарушенных генераторов Лоренца являются избыточ­

ными.

В заключении этого раздела обсудим связь результатов раздела 3.4 с

работой [10]. Из приведенных в предыдущем разделе рассуждений следует,

что “новый” масштаб сильной связи, обнаруженный в [10], является ничем

иным как энергетическим масштабом, при котором нельзя принебречь дина­

микой массивных намбу–голдстоуновских мод. Действительно, в работе [10]

пространственная и внутренная группы Лоренца были нарушены до диаго­

нальной подгруппы. Далее, поскольку действие внутренней группы не зави­

сит от рассматриваемой точки, и она предполагается нарушенной, то соот­

ветствующая намбу–голдстоуновская мода обязана быть физической. Более
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того, явным вычислением форм Маурер–Картана можно убедиться, что она

будет массивной. Таким образом, “массивные нерадиальные моды” являются

ничем иным, как массивными намбу–голдстоуновскими полями.
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Заключение

Подведём итоги представленной работы. В настоящей диссертации были

получены следующие результаты:

1. В главе 2 настоящей работы была разработана техника применения кон­

струкции смежных классов для построения конформно–инвариантных

теорий. Ключевую роль в построении играл правильный учёт дискрет­

ной симметрии инверсии координат. Корректный учёт данной симмет­

рии привёл к заключению, что для построения конформно–инвариант­

ных лагранжианов необходимо использовать фактор–пространство, со­

держащие экспоненты как от генераторов трансляций, так и от гене­

раторов специальных конформных преобразований. При этом парамет­

ры при генераторах специальных конформных преобразований должны

рассматриваться как поля, чья зависимость от координат однозначно

фиксирована симметриями. Требование, чтобы конструируемые лагран­

жианы удовлетворяли этому требованию, гарантирует известное свой­

ство конформных теорий поля, а именно, что их вириальный ток яв­

ляется дивергенцией от некоторого тензора. С точки зрения метода

индуцированных представлений, разработанная техника позволяет рас­

ширить область применения конструкции смежных классов на теории,

определенные на многообразиях, чей атлас должен содержать более од­

ной карты.

2. В главе 2 также было разработано математически строгое применение

конструкции смежных классов для построения конформно–инвариант­

ных лагранжианов в спонтанно нарушенной фазе. Было показано, что

намбу–голдстоуновские поля для специальных конформных преобразо­

ваний никогда не являются физических степеней свободы, а их роль

аналогична таковой в ненарушенной фазе. Также была доказана экви­
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валентность разработанного подхода и стандартной техники, включа­

ющего применение обратного эффекта Хиггса. А именно, было пока­

зано, что хотя стандартный подход не согласован с симметрией инвер­

сии координат, он формально позволяет получить всевозможные кон­

формно–инвариантные эффективные лагранжианы.

3. В главе 3 был установлен аналог теоремы Намбу–Голдстоуна для слу­

чая спонтанного нарушения пространственно–временных симметрий. А

именно, было показано, что всем генераторам, не аннигилирующим ва­

куум в начале координат, соответствуют независимые намбу–голдсто­

уновские поля. Остальным нарушенным генераторам не соответству­

ют независимые поля, и от них необходимо избавиться посредством

применения обратного эффекта Хиггса. Также был предложен крите­

рий, позволяющий установить является ли намбу–голдстоуновская мо­

да массивной или нет. Кроме того, было также показано, что массивные

намбу–голдстоуновские поля соответствуют массивным нерадиальным

модам, обсуждавшимся ранее в литературе.

4. В главе 3 была установлена физическая интерпретация обратного эф­

фекта Хиггса. Было показано, что он соответствует поиску такой па­

раметризации полей, что все поля в эффективной теории становятся

разряженными под действием всех нарушенных генераторов симмет­

рий. Таким образом, обратный эффект Хиггса не является реальным

физическим эффектом, уменьшающим количество степеней свободы в

теории, а также не может рассматриваться как фиксация калибровки

для выбора способа описания возмущений вакуума.

В будущем, результаты Главы 2 настоящей работы могут быть примене­

ны для построения экзотических теорий с конформной инвариантностью, а

также могут оказаться интересными в контексте AdS/CFT дуальности. Ожи­
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дается, что результаты Главы 3 позволят изучить возможность ультрафиоле­

тового пополнения теорий с массивным гравитоном. Также, поскольку уста­

новленный аналог теоремы Намбу-Голдстоуна для спонтанного нарушения

пространственно-временных симметрий позволяет предсказать низкоэнерге­

тический спектр различных теорий (включая массивные моды), то получен­

ные результаты могут оказаться интересными в области физики конденсиро­

ванных сред или твёрдого тела.

Автор хотел бы выразить благодарность научному коллективу отдела

теоретической физики ИЯИ РАН и лично Валерию Анатольевичу Рубакову

за уникальную творческую и рабочую атмосферу.
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