
ИНСТИТУТ ЗЕМНОГО МАГНЕТИЗМА, ИОНОСФЕРЫ

и РАСПРОСТРАНЕНИЯ РАДИОВОЛН

им. Н. В. Пушкова

На правах рукописи

ДВОРНИКОВ МАКСИМ СЕРГЕЕВИЧ

СИЛЬНЫЕ МАГНИТНЫЕ ПОЛЯ В ФИЗИКЕ

НЕЙТРИНО, КОСМОЛОГИИ И

АСТРОФИЗИКЕ

01.04.02 – теоретическая физика

ДИССЕРТАЦИЯ

на соискание ученой степени

доктора физико-математических наук

МОСКВА – 2017



Оглавление

Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

Глава 1. Осцилляции нейтрино в веществе под действием силь

ного магнитного поля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.1. Осцилляции дираковских нейтрино в вакууме . . . . . . . . . . . 29

1.2. Осцилляции дираковских нейтрино в веществе . . . . . . . . . . . 35

1.3. Осцилляции дираковских нейтрино во внешнем магнитном поле 43

1.4. Осцилляции дираковских нейтрино в веществе под действием

магнитного поля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

1.5. Спин-флейворные осцилляции дираковских нейтрино в намагни

ченной оболочке после взрыва сверхновой . . . . . . . . . . . . . 61

1.6. Спин-флейворные осцилляции между электронными и стериль

ными астрофизическими нейтрино . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

1.7. Майорановские нейтрино в вакууме . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

1.8. Майорановские нейтрино в веществе и поперечном магнитном поле 80

1.9. Спин-флейворные осцилляции майорановских нейтрино в расши

ряющейся оболочке после взрыва сверхновой . . . . . . . . . . . . 82

1.10. Описание осцилляций нейтрино в веществе на основе квантовой

теории поля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

1.11. Выводы: осцилляции нейтрино во внешних полях . . . . . . . . . 94

Глава 2. Сильные магнитные и гипермагнитные поля в ранней

вселенной . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

2.1. Тензор поляризации фотонов в 𝜈𝜈 газе . . . . . . . . . . . . . . . 100

2.2. Вклад плазменных эффектов в тензор поляризации . . . . . . . . 103

2.3. Неустойчивость магнитных полей в релятивистской плазме, обу

словленная нейтринной асимметрией . . . . . . . . . . . . . . . . 108

2



2.4. Упрощение системы уравнений магнитной гидродинамики при

наличии турбулентности вещества . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

2.5. Кинетические уравнения для спектров магнитной энергии и спи

ральности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

2.6. Равновесие в симметричной фазе электрослабой плазмы и про

блема киральной аномалии . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

2.7. Кинетика лептонов и хиггсовских бозонов в гипермагнитных полях127

2.8. Химическое равновесие с учетом и без учета гипермагнитных полей134

2.9. Параметр киральной аномалии (𝑦R − 𝑦L) ̸= 0 в электрослабой

плазме до ЭСФП . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

2.10. Выводы: космологические магнитные поля . . . . . . . . . . . . . 137

Глава 3. Генерация сильных магнитных полей в компактных звез

дах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

3.1. Киральный магнитный эффект в присутствии электрослабого

взаимодействия нарушающего пространственную четность . . . . 146

3.2. Влияние массы заряженных частиц на генерацию аномального

тока вдоль магнитного поля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

3.3. Неустойчивость магнитного поля в кварковом веществе . . . . . 161

3.4. Результаты численного решения кинетических уравнений . . . . 166

3.5. Модель эволюции магнитного поля в плотном кварковом веще

стве с учетом турбулентности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

3.6. Численное решение уравнений эволюции . . . . . . . . . . . . . . 177

3.7. Описание вспышек магнитаров . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

3.8. Генерация магнитных полей в нейтронных звездах за счет нену

левой асимметрии нейтрино при взрыве сверхновой . . . . . . . . 186

3.9. Выводы: магнитные поля в магнитарах . . . . . . . . . . . . . . . 191

Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

3



Приложение А. Решение обыкновенных дифференциальных урав

нений для функций 𝑎
(𝜁)
𝑎 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200

Приложение Б. Анализ приближений, сделанных при выводе эф

фективного гамильтониана . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202

Приложение В. Вычисление элемента 𝑆-матрицы . . . . . . . . . 208

Приложение Г. Пропагатор заряженного лептона, взаимодейству

ющего с нейтринным газом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210

Приложение Д. Общая система уравнений эволюции для спек

тров плотности спиральности и плотности магнитной энергии 213

Приложение Е. Вклад турбулентности в кинетические уравне

ния для спектров . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217

Приложение Ж. Скорости изменения спиральности в вырожден

ном кварковом веществе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223

Приложение З. Расчет времени увлечения в вырожденном квар

ковом веществе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229

Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233

4



Введение

Нейтрино во внешних полях. Физика нейтрино является одной из наибо

лее быстро развивающихся областей физики высоких энергий, в особенности

после недавних успешных экспериментальных исследований свойств нейтрино.

Данный факт сыграл немаловажную роль в решении присудить Нобелевскую

премию по физике в 2015 г. за исследования в области нейтринной физики1.

В первую очередь следует упомянуть изучение астрофизических нейтрино, т.к.

они играют важную роль в эволюции различных астрономических объектов,

такие как звезды, сверхновые (СН), квазары и т.д. Одними из наиболее убеди

тельных доказательств наличия ненулевых масс нейтрино, а также смешива

ния между различными нейтринными поколениями были экспериментальные

наблюдения осцилляций атмосферных и солнечных нейтрино [1, 2].

В последние годы исследование солнечных нейтрино активно продолжает

ся и выходит на уровень изучения свойств Солнца при помощи нейтрино [3].

Кроме того, успешно детектируются солнечные нейтрино не только высоких

∼ 1MeV, но и более низких энергий [4]. Заметим, что экспериментальное изу

чение нейтрино от Солнца происходит и нашей стране [5]. Подобное активное

исследование солнечных нейтрино объясняется тем, что переходы между раз

личными нейтринными флейворами, или осцилляции нейтрино, являются наи

более правдоподобным теоретическом объяснением дефицита солнечных ней

трино [6].

Еще несколько лет назад единственным наблюдением нейтрино пришед

ших извне солнечной системы было детектирование сигнала от сверхновой SN-

1987A (см, например, работу [7]). На сегодняшний день известны многочислен

ные наблюдения подобных нейтрино [8, 9]. В нашей стране также ведется под

готовка к запуску нейтринного телескопа [10].
1 См. пресс-релиз Академии наук Швеции от 6 октября 2015 г. на официальном сайте Нобелевского

комитета: https://www.nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/2015/press.pdf.
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Помимо естественных источников нейтрино, можно использовать части

цы от ускорителя или ядерного реактора для изучения нейтринных осцилля

ций [11–13]. При этом можно контролировать флейворный состав как началь

ного, так и конечного пучков нейтрино, что является лучшей стратегией при

исследовании нейтринных осцилляций. В этой связи необходимо упомянуть

недавнее измерение угла смешивания 𝜃13 (см., например, работу [14]). Помимо

исследования осцилляций нейтрино, в подобных экспериментах можно изучать

взаимодействие нейтрино с нуклонами [15].

Как уже было отмечено выше, существование нейтринных осцилляций яв

ляется прямым указанием на то, что нейтрино являются массивными частица

ми, и существует смешивание между различными поколениями нейтрино. На се

годняшний день известны различные теоретические механизмы генерации масс

и смешивания нейтрино [16], для объяснения существующих эксперименталь

ных данных.

Было также предсказано, что помимо возможности флейворной конвер

сии в вакууме, различные внешние поля, такие как взаимодействие с фоновым

веществом [17, 18] или с внешним магнитным поле [19, 20], могут существен

но влиять на осцилляции нейтрино. Например, резонансное усиление осцилля

ций нейтрино в веществе, известное как эффект Михеева-Смирнова-Вольфен

штейна (МСВ), может играть важную роль при решении проблемы солнечных

нейтрино [21]. Следует отметить, что стандартная модель электрослабых вза

имодействий не подразумевает смешивание между различными нейтринными

флейворами во время распространения частиц в фоновом веществе. Однако

возможность существования «нестандартных» взаимодействий нейтрино с ве

ществом, которые могут вызывать переходы между нейтринными флейворами

даже при отсутствии вакуумного смешивания, активно обсуждается в литера

туре [22].

Поскольку нейтрино вряд ли имеют сколь либо значительный ненулевой

электрический заряда [23], взаимодействие с внешним электромагнитным по
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лем может осуществляться за счет наличия аномальных магнитных моментов.

Заметим, что в отличие от электрона, который имеет вакуумный магнитный

момент, электромагнитные моменты нейтрино всегда возникают за счет петле

вых поправок. Вклады в электромагнитные моменты нейтрино в различных

расширениях стандартной модели (СМ) рассмотрены в обзоре [24].

Следует отметить, что электромагнитные характеристики нейтрино име

ют довольно нетривиальную структуру. Во-первых, при наличии ненулевого

смешивания могут иметься как диагональные, так и переходные магнитные мо

менты. При наличии внешнего электромагнитного поля диагональные моменты

приводят к изменению спиральности в рамках одного нейтринного поколения,

тогда как переходные моменты дополнительно вызывают изменение флейво

ра нейтрино, т.н. спин-флейворные осцилляции. Во-вторых, электромагнитные

свойства дираковских и майорановских нейтрино сильно различаются. В об

щем случае дираковские нейтрино могут иметь все типы магнитных моментов,

тогда как майорановские нейтрино обладают только переходными магнитны

ми моментами антисимметричными по нейтринным флейворам [25]. В насто

ящее время нет общепринятого экспериментального подтверждения природы

нейтрино [26]. Таким образом, необходимо исследовать эволюцию дираковских

и майорановских нейтрино во внешнем электромагнитное поле.

Указание на майорановскую природу нейтрино должно следовать из экспе

риментального подтверждения существования безнейтринного двойного 𝛽-рас-

пада (0𝜈2𝛽), который эквивалентен осцилляциям между нейтрино и антиней

трино [27]. Такой вид переходов возможен только в том случае, если нейтрино

является майорановской частицей. Несмотря на сделанные многочисленные по

пытки обнаружить (0𝜈2𝛽)-распад в лаборатории (см., например, статьи [28–

31]), на данный момент нет подтвержденных событий данного явления.

Большой объем данных по осцилляциям нейтрино требует построения стро

гого теоретического объяснения данного явления. Традиционный подход к опи

санию нейтринных осцилляций основан на квантовомеханической эволюции
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флейворных состояний нейтрино, определяемой эффективным гамильтониа-

ном [32]. Этот интуитивный подход может быть легко перенесен на описание

осцилляций нейтрино в фоновом веществе [17, 18] и спин-флейворных осцил

ляций во внешнем магнитном поле [33], давая удовлетворительное описание

нейтринных осцилляций в этих внешних полях.

В квантовомеханическом подходе предполагается, что нейтрино распро

страняются как плоские волны. Однако из-за неопределенности в моменты рож

дения и детектирования, нейтрино должны иметь некоторое распределение им

пульсов, т.е. частицы должны эволюционировать как волновые пакеты [34]. Как

правило, принимается гауссово распределение импульса нейтрино [35]. Однако

фактическая форма распределения сильно зависит от процессов рождения и

детектирования (см., например, работу [36]). Необходимость применения вол

новых пакетов при описании осцилляций нейтрино обсуждается в работе [37].

Детальное описание этого подхода включающее его обобщение на теорию Ди

рака, было рассмотрено в обзоре [38]. Уравнение Лиувилля было использова

но для описания распространения нейтринных волновых пакетов в статье [39].

Волновые пакеты майорановских нейтрино были использованы в работе [40]

для описания вакуумных осцилляций.

Попытка воспроизвести квантовомеханическую формулу для вероятности

перехода в вакууме была сделана в статьях [41–43], рассматривая массовые

состояния нейтрино в виде виртуальных частиц, которые распространяются

между пространственно разнесенными точками рождения и детектирования.

Используя этот метод основанной на квантовой теории поля, описывается пове

дение заряженных лептонов, а не смешанных нейтрино. Специальная гауссова

форма распределения импульсов источника и детектора в рамках этого подхода

использовалась в работе [44]. Анализ релятивистских эффектов в нейтринных

осцилляциях, приводящих к видоизменению стандартного квантовомеханиче

ского описания осцилляций, в рамках данного подхода был сделан в работе [45].

В статье [46] флейворные осцилляции нейтрино в вакууме описывались на
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основе временной эволюции фоковских векторов флейворных нейтрино. Фор

мула, в которой вероятность перехода для флейворных осцилляций зависит от

времени, была выведена в рамках 𝑆-матричного подхода в статье [47]. Эффект

коллапса волновой функции при описании флейворных осцилляций нейтрино

был изучен в работе [48].

Теоретико-полевой метод для описания осцилляций нейтрино был также

применен в статьях [49–58]. Подход основанный на релятивистской квантовой

механике был использован для изучения флейворных осцилляций нейтрино в

вакууме [49, 50], в фоновом веществе [51, 52], а также для исследования спин

флейворных осцилляций во внешнем электромагнитном поле [53–56]. Аналог

данного метода, использующего первично-квантованные волновые функции ней

трино, был также рассмотрен в статьях [81,82] в контексте описания осцилляций

нейтрино в вакууме и во внешнем электромагнитном поле.

В рамках метода основанного на релятивистской квантовой механике фор

мулируется начальная задача для системы флейворных нейтрино и исследуется

последующая эволюция нейтринных волновых пакетов во времени. Если обсуж

дается распространение нейтрино во внешнем поле, то используется точное ре

шение соответствующего волнового уравнения в присутствии этого внешнего

поля. С помощью этого метода можно воспроизвести уравнение эволюции типа

Шредингера, которое используется в стандартном квантовомеханическом опи

сании осцилляций дираковских и майорановских нейтрино. Кроме того, можно

получать поправки к стандартным выражениям для вероятности перехода.

В работе [57] были изучены флейворные осцилляции нейтрино в вакууме в

рамках метода внешних классических источников. Заметим, что аналогичный

подход для описания осцилляций нейтрино также обсуждался в статье [83].

В рамках этого подхода была изучена пространственная эволюция волновых

функций флейворных нейтрино, излучаемых внешними классическими источ

никами. Это позволяет описать эволюцию как дираковских, так и майоранов

ских нейтрино в вакууме.
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В статье [58] метод для описания осцилляций виртуальных нейтрино [41–

43] был впервые обобщен на случай наличия фонового вещества между точками

испускания и детектирования нейтрино. Это, в частности, позволило описать

осцилляции между нейтрино и антинейтрино в плотном ядерном веществе.

Космологические магнитные и гипермагнитные поля. Космические

магнитные поля проявляются на больших масштабах, сравнимых с радиусами

галактик или размерами скоплений галактик. Предполагается, что эти галакти

ческие поля усиливаются под действием механизма динамо до нынешнего значе

ния ∼ 𝜇G от некоторого затравочного магнитного поля. Происхождение этого

затравочного поля, которое может быть довольно слабым, неизвестно [84–89].

Одна из возможностей заключается в том, что затравочные поля имеют космо

логическое происхождение, т.е. они генерируются в ранней Вселенной, в эпохи

до формирования крупномасштабных структур. В другом сценарии предска

зывается, что затравочные поля возникают при гравитационном сжатии, кото

рое приводит образованию структур. Единственный способ выяснить источник

происхождения затравочного поля – это изучение магнитных полей в пусто

тах крупномасштабной структуры, т.е. изучение межгалактических полей, по

скольку магнитные поля в галактиках сильно подвержены влиянию динамики

галактической плазмы.

Возросший в последние годы интерес к космическим магнитным полям

был вызван предсказанием нижнего предела на величину межгалактического

поля 𝐵 > 10−16 G на масштабе Λ𝐵 > 1Mpc в работах [90, 91], до появления

которых был известен только верхний предел на величину поля, 𝐵 < 10−9 G,

определяемый из измерений фарадеевской меры вращения плоскости поляри

зации радиоизлучения от далеких источников.

Затравочное магнитное поле может генерироваться в ранней Вселенной

путем разделение заряда и/или генерации вихревых токов в моменты космо

логических фазовых переходов: электрослабого и КХД, а также в момент за
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калки фотонов и рекомбинации. Рассматривают также возможность квантовой

генерации очень длинноволновых фотонов во время инфляции, которые затем

преобразуются в магнитные поля при повторном нагреве космической плазмы.

Электромагнитное поле конформно инвариантно. Таким образом, суще

ствует ограниченный набор возможностей для создания магнитного поля во

время инфляции. Можно либо использовать взаимодействие электромагнитно

го поля с инфлатоном, либо рассмотреть другое взаимодействие, которое на

рушает конформную инвариантность или даже нарушает калибровочную ин

вариантность. Эти возможности были впервые рассмотрены в работах [92, 93]

и в многочисленных последующих исследованиях (см., например, статью [94]).

Другая возможность заключается в использовании нарушения калибровочной

симметрии во время инфляции, которая приводит к приобретению массы ка

либровочными полями, что также нарушает конформную симметрию [95].

Магнитные поля масштаба ΛB ∼ 1/𝑀𝑊 , где 𝑀𝑊 – масса 𝑊 -бозона, могут

быть получены при электрослабом фазовом переходе [96, 97]. Напряженность

этих магнитных полей может быть оценена как 𝐵 ∼ 𝑀 2
𝑊 . Следует отметить,

что в данном подходе генерируются поля с максимальной спиральностью. Если

спиральность не максимальна, то стремление начальной конфигурации поля

стать максимально спиральной уменьшает напряженность поля до значений

значительно ниже уровня доступного для наблюдений.

Недостатком модели, предложенной в статьях [96,97], является то, что на

чальный пространственный масштаб, на котором генерируется магнитное поле,

меньше масштабов как вязкой, так и омической диссипации в первичной плазме

вскоре после эпохи электрослабого фаза перехода (ЭСФП). На таких малых мас

штабах уравнения магнитной гидродинамики (МГД) могут быть неприменимы

сразу после генерации магнитного поля. Вместо этого эволюцию связанной си

стемы магнитного поля и плазмы на пространственных масштабах, сравнимых

с длиной свободного пробега частиц, следует моделировать, используя уравне

ние Больцмана для функций распределений частиц.
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Генерация топологически нетривиальных магнитных полей в плазме с тем

пературой соответствующей ЭСФП изучалась в работе [98]. Значение ΛB, полу

ченное в работе [98], аналогично значению в статьях [96,97]. Однако напряжен

ность магнитного поля лежит за пределами наблюдаемых значений.

Генерация магнитных полей с большим ΛB была предсказана в работах [99,

100]. В этом случае, ЭСФП необходимо считать фазовым переходом первого ро

да, а генерация магнитного поля происходит из-за столкновений пузырей новой

фазы, что приводит к макроскопическим классическим вихревым конфигура

циям калибровочных полей, образующихся при ЭСФП. Однако оценки пара

метров (𝐵,ΛB), полученных в работах [99, 100], показывают, что этот подход

находится за пределами области, которая может быть проверена наблюдения

ми.

В статьях [101,102] рассмотрена генерация геликальных магнитных полей

в момент ЭСФП. Возникновение ненулевой спиральности связано с изменени

ем числа Черн-Саймонса (ЧС) для неабелевого калибровочного поля, что ве

дет к генерации ненулевого барионного числа в электрослабом бариогенезисе.

Значения параметров генерируемого магнитного поля помещают эту модель за

пределы экспериментально проверяемого диапазона.

Генерация полей гораздо большего масштаба ΛB ∼ 107/𝑇 была предсказа

на в работе [103]. Здесь 𝑇 ∼ 100GeV – температура, соответствующая шкале

нарушения электрослабой симметрии. Возникновение спирального магнитного

поля происходит из-за дисбаланса правых и левых электронов и позитронов.

Этот дисбаланс приводит к ненулевому химическому потенциалу 𝜇R для правых

частиц. Данный химический потенциал ответственен за член динамо в уравне

нии индукции для магнитного поля. Однако, как показано в работе [104], этот

дисбаланс уменьшается из-за киральных переходов в охлаждающей вселенной

вызванных столкновениями в плазме. Поэтому при определенном возрасте все

ленной действие динамо становится пренебрежимо малым.

В работах [59,60] была изучена эволюция гипермагнитного поля в ранней
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Вселенной и рассмотрены приложения к проблемам лептогенезиса и бариоге

незиса. В работе [59] было показано, что при некотором значении ΛB можно

восстановить наблюдаемую барионную асимметрию Вселенной 𝜂B ∼ 10−10, ге

нерируемого в сильном гипермагнитном поле до ЭСФП. В статье [60] была

учтена кинетика левых фермионов и сфалеронных процессов.

В статье [105] был предложен другой механизм генерации космологических

магнитных полей. Он основан на нарушении четности в электрослабой плазме,

что приводит к ненулевому члену ЧС, который входит в антисимметричную

часть поляризационного оператора фотона в плазме безмассовых частиц. Рас

чет члена ЧС в работе [105] был выполнен в рамках теории поля с конечной

температурой и плотностью с использованием метода суммирования по мацу

баровским частотам. Однако, как продемонстрировано в работе [61] некоторые

результаты работы [105] являются неоднозначными. Кроме того, детальное рас

чет поляризационного оператора в 𝑒+𝑒− плазме в статье [62] показало, что член

ЧС исчезает в таком веществе.

В работе [61] был проведен наиболее общий расчет параметра ЧС в ве

ществе с конечной температурой и химическим потенциалом. Предполагалось,

что это вещество состоит из плазмы заряженных лептонов и 𝜈𝜈-газа, взаимо

действующих в рамках модели Ферми. Полученные результаты были исполь

зованы для изучения генерации космологических магнитных полей, вызванной

нейтринными асимметриями. Предполагая причинный сценарий, была получе

на новая нижняя граница на нейтринные асимметрии, которая согласуется с

хорошо известным ограничением на эти величины из первичного нуклеосинте

за.

Предположение о ЭСФП как о фазовом переходе первого рода и рассмот

рение пузырей новой фазы с размером ∼ (10−3 − 10−2)𝑙H, где 𝑙H – размер гори

зонта, позволило описать генерацию первичного магнитного поля в статье [106].

В принципе, эта модель может быть проверена в наблюдениях.

Как уже упоминалось выше, в фазовом переходе КХД также может быть

13



создано космологическое магнитное поле. Кратко упомянем некоторые из соот

ветствующих моделей. В работе [107] генерируется магнитное поле на доменных

стенках пузырей возникающих при фазовом переходе первого рода в КХД . В

работе [108] магнитное поле генерируется наряду с барионной асимметрией Все

ленной в период «малой инфляции», сопровождающей фазовый переход первого

рода в КХД. Генерация магнитных полей движущимися доменными стенками,

разделяющими две фазы, рассматривается в работе [109]. Заметим, что модель

в работе [107] не может быть проверена наблюдениями, тогда как сценарии опи

санные в статьях [108,109], соответствуют параметрам (𝐵,ΛB), которые можно

проверить наблюдательными данными.

Астрофизические магнитные поля. На важность сильных магнитных по

лей при излучении энергии нейтронными звездами впервые было указано в ста

тье [110]. Эта идея получила свое дальнейшее развитие в результате наблюдений

аномальных рентгеновских пульсаров (AXP; Anomalous X-ray Pulsar) и источ

ников повторяющегося мягкого гамма излучения (SGR; Soft Gamma Repeater).

AXP и SGR были впервые зарегистрированы в 1979 и 1981 годах соответствен

но [111,112]. Некоторые наблюдательные характеристики AXP и SGR, такие как

отсутствие звезды-компаньона, наличие светимости превышающей величину по

терь энергии с замедлением вращения, период вращения в несколько секунд,

отсутствие радио излучения, ассоциация с остатками СН, и т.д., отличают их

от обычных аккрецирующих пульсаров в массивных рентгеновских двойных си

стемах, и указывает на них как на отдельный класс астрофизических объектов.

С точки зрения современной астрофизики [113–115] AXP и SGR предпо

лагаются сильно намагниченными, с 𝐵 > 1015 G, компактными звездами, или

магнитарами. Хорошо известно, что типичный пульсар может иметь магнитное

поле порядка 1012 G. Величина такого поля может быть объяснена, например,

сохранением магнитного потока при коллапсе протозвезды, имевшей начальный

радиус порядка радиуса Солнца (𝑅proto ∼ 106 km), и конечный радиус типич
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ный для пульсара и нейтронной звезды 𝑅NS ∼ 10 km. Это, очевидно, ведет к

усилению начального магнитного поля 𝐵proto ∼ 102 G в (𝑅proto/𝑅NS)
2 = 1010 раз

(см., например, книгу [116]).

С момента открытия магнитаров, происхождение их сильных магнитных

полей все еще остается загадкой для современной физики и астрофизики [113–

115]. Даже если напряженность магнитного поля растет начиная с величины

поля пульсара 𝐵 = 1012 G, оно должно быть усилено, по крайней мере, на

три порядка величины, чтобы достичь наблюдаемых в магнитарах значений

𝐵 > 1015 G.

Существуют многочисленные модели генерации сильных магнитных по

лей в магнитарах. Прежде всего, необходимо упомянуть работу [117], где был

предложен (𝛼 − Ω)-динамо механизм усиления затравочного магнитного по

ля, за счет турбулентности генерируемой мощным нейтринным излучением,

в быстро вращающейся коллапсирующей протозвезде, с периодом вращения

𝑇 = (3− 10)× 10−3 s. По мнению авторов, такой механизм мог бы приводить к

усилению поля до 𝐵 ∼ 1016 G.

Другая динамо модель, основанная на 𝛼2-динамо механизме для магнит

ных полей в магнитарах, была предложена в работе [118]. Затем были развиты

комбинированные модели, для которых, как и для упомянутых выше, главной

особенностью было быстрое начальное вращение, характерное для моделей тур

булентного динамо. Типичное время генерации сильного магнитного поля в сце

нариях динамо моделей оказывается порядка нескольких секунд.

Одним из следствий моделей турбулентного динамо являлись бы высо

кие линейные скорости AXP и SGR [113] 𝑣 ∼ 103 km · s−1. Однако, данные

наблюдений не подтверждают это свойство [113]. Кроме того, значительная до

ля начальной энергии вращения должна быть передана остатку СН, изменяя

его свойства [119]. Эта особенность не наблюдается ни у AXP, ни у SGR [120].

Эти два противоречия указывают на то, что модели турбулентного динамо в

приложении к магнитарам все еще не являются завершенными и нуждаются в
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уточнении.

Другая группа моделей использует идею реликтового поля, т.е. предпола

гается наличие сильного магнитного поля протозвезды, которое далее усилива

ется за счет сохранения магнитного потока [116]. Анализ данных наблюдений

проведенный в работе [120] показывает, что некоторые протозвезды, ставшие

магнитарами, вряд ли являлись быстро вращающимися. Предполагая наличие

у протозвезды реликтового поля ∼ 104 G, в работе [120] было предложено объяс

нение магнитных полей магнитаров. Модель реликтового поля как возможного

источника поля в магнитарах была далее развита в работе [121].

В последние годы было предпринято несколько попыток объяснить генера

цию магнитных полей в магнитарах, с использованием методов физики элемен

тарных частиц, основанных на киральном магнитном эффекте (КМЭ) [122,123].

В частности, в работе [124], была предложена модель генерации сильного маг

нитного поля в магнитарах при наличии начального кирального дисбаланса, т.е.

неравенства химических потенциалов лево- и право-поляризованных ультраре

лятивистских электронов. В этом случае затравочное магнитное поле может

усиливаться за счет киральной неустойчивости, которая была рассмотрена, в

частности, в применении к горячей плазме в ранней вселенной в работе [104]

Однако, как было показано в статьях [63,125], в работе [124] была недооценена

скорость изменения спиральности электронов в актах рассеяния, приводящая

к исчезновению кирального дисбаланса левых и правых электронов намного

быстрее, чем это предполагалось в статье [124].

Необходимо также отметить, что КМЭ использовался для объяснения про

исхождения тороидальных магнитных полей в нейтронных звездах (НЗ) в ра

боте [126]. Используя поправку к кирально-вихревому эффекту [127] за счет

электрослабого взаимодействия заряженных частиц в плотном веществе НЗ, а

также в кварковых звездах (КЗ) и/или гибридных звездах (ГЗ), в работе [64]

было объяснено происхождение тороидальных магнитных полей в старых пуль

сарах. С помощью методов киральной гидродинамики в работе [128] была пред
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принята попытка объяснения больших линейных скоростей пульсаров.

В работе [129] был также использован КМЭ для объяснения магнитных

полей в магнитарах. Источником кирального дисбаланса служили прямые и мо

дифицированные урка-процессы вне нейтриносферы протонейтронной звезды.

Как утверждается в статье [129], в этом случае возможна генерация мелкомас

штабных полей 𝐿 ∼ (10−2 − 1) cm с напряженностью ∼ 1014 G. Однако, как

показано в работе [130], мелкомасштабные магнитные поля будут эффективно

затухать за счет явления пересоединения магнитных силовых линий. Аналогич

ное возражение может быть высказано и в отношении результатов статьи [131], в

которой также предсказывается генерация мелкомасштабных магнитных полей

в магнитарах за счет комбинации кирального магнитного и кирально-вихревого

эффектов в электрон-нейтринном веществе.

Альтернативный механизм генерации магнитного поля основывается на

том факте, что частицы в ядре НЗ, помимо сильных и электромагнитных вза

имодействий, могут взаимодействовать электрослабым образом с нарушением

четности. Идея о неустойчивости магнитного поля, обязанная нарушению чет

ности в электрослабых взаимодействиях и определяемая параметром ЧС в по

ляризационном тензоре фотона в среде, была высказана в работе [105]. Однако,

никаких количественных оценок роста магнитного поля в статье [105] не бы

ло произведено. Более того, один из механизмов генерации магнитных полей в

магнитарах, предложенный в работе [105], основывался на электрослабом взаи

модействии между электронами. Однако, как было показано в статье [62] путем

прямого вычисления вклада в поляризационный оператор фотона в электрон

позитронной плазме, соответствующий член ЧС равен нулю. Таким образом,

электрон-электронное электрослабое взаимодействие не дает вклада в неустой

чивость магнитного поля в плотном веществе НЗ.

Заметим также, что попытка использовать КМЭ вызванный электрон-ней

тринным электрослабым взаимодействием для генерации сильных магнитных

полей в НЗ была предпринята в работе [61], где был вычислен поляризацион
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ный оператор фотона в плотном веществе состоящем из электронов и нейтрино.

Однако, в силу того, что мощное нейтринное излучение, обладающее дисбалан

сом, при котором плотность нейтрино больше плотности антинейтрино, может

наблюдаться только при взрыве СН в течение 10−3 s, данный канал генерации

магнитных полей в магнитарах не является основным. Тем не менее, методы,

развитые в статье [61] впоследствии были использованы с работе [132] при изу

чении киральной гидродинамики с учётом нарушения четности.

Генерация магнитного поля в НЗ за счет нарушающего четность электро

слабого взаимодействия между электронами и нуклонами была разработана в

статьях [63,65–68]. Затем, в работе [69], данная модель была использована для

описания генерации сильных крупномасштабных полей в ГЗ/КЗ. Было полу

чено, что магнитные поля с напряженностью порядка предсказываемой в ма

нитарах и с пространственным масштабом достигающим радиуса компактной

звезды могут быть получены в рамках этой модели. Используя данную модель,

в статье [70] были описаны электромагнитные вспышки магнитаров.

Целью данной работы является построение теоретико-полевых подхо

дов для описания осцилляций нейтрино во внешних полях, включающих силь

ное магнитное поле, а также разработка моделей генерации магнитных полей

в космологических и астрофизических средах.

Для этого были решены следующие задачи:

1. Построение формализма для описания флейворных и спин-флейворных

осцилляций нейтрино в вакууме и различных внешних полях основанного

на релятивистской квантовой механике.

2. Разработка метода для описания флейворных осцилляций нейтрино в фо

новом веществе основанного на квантовой теории поля.

3. Описание флейворных и спин-флейворных осцилляций дираковских и май

орановских нейтрино в различных астрофизических средах под действием

сильного магнитного поля.
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4. Вычисление поляризационного оператора фотона в плазме лептонов элек

трослабо взаимодействующих с нейтринным газом.

5. Описание генерации сильных магнитных полей в релятивистской плазме

ранней вселенной и в СН за счет нейтринной асимметрии.

6. Учет влияния МГД-турбулентности на эволюцию магнитных полей в ран

ней вселенной и в компактных звездах.

7. Рассмотрение эволюции гипермагнитных полей в ранней вселенной с уче

том вкладов левых фермионов и сфалеронных переходов.

8. Описание генерации сильных магнитных полей магнитаров за счет неустой

чивости поля в кварковом веществе вызванной электрослабым взаимодей

ствием между кварками.

9. Построение модели электромагнитных вспышек магнитаров на основе мел

комасштабных флуктуаций магнитного поля за счет электрослабых взаи

модействий и МГД-турбулентности в кварковом веществе.

Научная новизна работы заключается в следующем:

1. Впервые осцилляции нейтрино в веществе под действием внешнего маг

нитного поля были описаны в рамках подхода основанного на релятивист

ской квантовой механике.

2. Впервые было изучено влияние фонового вещества на осцилляции между

нейтрино и антинейтрино с использованием квантовой теории поля.

3. Получено новое ограничение сверху на нейтринные асимметрии в ранней

вселенной необходимое для реализации сценария усиления магнитного по

ля за счет нейтринной асимметрии.

4. Выведены новые уравнения для описания эволюции магнитного поля с

учетом МГД-турбулентности.
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5. Впервые учтено влияние асимметрий левых лептонов и хиггсовских бозо

нов, а также сфалеронных переходов на лептогенезис и бариогенезис под

действием гипермагнитных полей в ранней вселенной до ЭСФП.

6. Разработана новая модель генерации сильных магнитных полей в магнита

рах основанная на неустойчивости поля вызванной нарушающим четность

электрослабым взаимодействием в кварковом веществе.

7. Предложено новое объяснение электромагнитных вспышек магнитаров

инициируемых мелкомасштабными флуктуациями магнитного поля внут

ри компактной звезды с учетом МГД-турбулентности и электрослабого

взаимодействия между кварками.

Научная ценность и практическая значимость работы состоят в том,

что полученные результаты и теоретический аппарат, изложенные в диссерта

ции, могут использоваться при интерпретации и анализе данных в космологии

и астрофизике, а также при планировании новых экспериментов в физике ней

трино.

Положения выносимые на защиту:

1. Разработан формализм для описания флейвороных и спин-флейворных

осцилляций нейтрино в веществе под действием внешнего магнитного по

ля. Сформулирована начальная задача для системы флейворных нейтри

но, позволяющая проинтерпретировать эффективную квантовомеханиче

скую волновую функцию, используемую для описания осцилляций ней

трино. Данная задача решена для широкого класса внешних полей, что

дало возможность описать осцилляции дираковских и майорановских ней

трино в реальных астрофизических средах, таких как расширяющаяся

оболочка после взрыва СН.
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2. Описаны осцилляции между нейтрино и антинейтрино в фоновом веще

стве с использованием квантовой теории поля. Получена вероятность пере

хода, которая позволяет рассмотреть влияние плотного ядерного вещества

на (0𝜈2𝛽)-распад.

3. Вычислен антисимметричный член в поляризационном операторе фото

на в плазме лептонов, которые электрослабо взаимодействуют с нейтрин

ным газом. Обнаружено, что данный член ответственен за неустойчивость

внешнего магнитного поля приводящего к его росту. На этой основе изуче

на генерация магнитных полей за счет нейтринной асимметрии в ранней

вселенной и при взрыве СН. Показано, что в этих случаях можно ожидать

значительного роста затравочного поля.

4. Рассмотрено влияние асимметрий левых лептонов и хиггсовских бозонов,

а также сфалеронных переходов, на эволюцию гиперзарядовых полей в

ранней вселенной до ЭСФП. Используя этот результат, построены модели

лептогенезиса и бариогенезиса под действием гипермагнитного поля. Ис

следован вклад левых лептонов, а также затравочного гипермагнитного

поля, в генерацию барионной асимметрии вселенной.

5. Получена поправка к КМЭ за счет электрослабого взаимодействия между

заряженными фермионами, которая приводит к неустойчивости магнит

ного поля. На этой основе построена модель генерации сильных крупно

масштабных магнитных полей в кварковом веществе. В рамках данной

модели показано, что характеристики генерируемых полей близки к пред

сказываемым в магнитарах.

6. Исследована роль массы заряженных фермионов на возникновение КМЭ

в присутствии электрослабого взаимодействия с фоновым веществом. Ис

пользуя метод точных решений волнового уравнения в присутствии внеш

них полей, а также вычисление антисимметричного вклада в поляризаци
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онный оператор фотона, показано, что ненулевая масса фермионов ниве

лирует появление КМЭ. Данный результат связан с нарушением кираль

ной симметрии.

7. Рассмотрено влияние МГД-турбулентности на эволюцию магнитного поля

в релятивистской плазме. Обнаружено, что данный вид турбулентности

не может приводить к усилению затравочного поля. Рассмотрев, наряду

с МГД-турбулентностью, вклады КМЭ и электрослабого взаимодействия

между кварками в плотном веществе компактной звезды, была построена

модель для описания вспышек магнитаров вызванных мелкомасштабны

ми флуктуациями магнитного поля внутри звезды.

Апробация работы. Результаты диссертационной работы докладывались на

научных семинарах Института ядерных исследований РАН, Института экспери

ментальной и теоретической физики им. А. И. Алиханова, Физического факуль

тета и Государственного астрономического института им. П. К. Штернберга

Московского государственного университета им. М. В. Ломоносова, Института

земного магнетизма, ионосферы и распространения радиоволн им. Н. В. Пуш

кова РАН, Физического института им. П. Н. Лебедева РАН, Физического фа

культета Национального исследовательского Томского государственного уни

верситета, Физического факультета Иркутского государственного университе

та, Федеральной политехнической школы Лозанны (г. Лозанна, Швейцария),

Физического факультета университета Гамбурга (г. Гамбург, Германия), Физи

ческого факультета университета Ювяскюля (г. Ювяскюля, Финляндия), Ин

ститута теоретической астрофизики университета Осло (г. Осло, Норвегия),

Физического факультета университета Хиросимы (г. Хиросима, Япония), Шко

лы физики университета Мельбурна (г. Мельбурн, Австралия), Физического

факультета технического университета им. Ф. Санта Марии (г. Вальпараисо,

Чили), Института физики университета Сан-Паулу (г. Сан-Паулу, Бразилия),
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Астрономического факультета университета Консепсьон (г. Консепсьон, Чили),

Астрономического факультета Северного католического университета (г. Анто

фагаста, Чили), Астрономического факультета университета Чили (г. Сантьяго,

Чили) и Астрономического факультета университета Вальпараисо (г. Вальпа

раисо, Чили), а также на следующих международных конференциях:

1. 3rd International Conference on Particle Physics and Astrophysics (2–5 октяб

ря, 2017, г. Москва, Россия).

2. 18th Lomonosov Conference on Elementary Particle Physics (24–30 августа,

2017, г. Москва, Россия).

3. Ginzburg Centennial Conference on Physics (29 мая – 3 июня, 2017, г. Москва,

Россия).

4. 10th International Conference “Modern Trends in Physics” (20–22 апреля,

2017, г. Баку, Азербайджан).

5. 52nd Rencontres de Moriond “Very High Energy Phenomena in the Universe”

(18–25 марта, 2017, г. Ла Тьюль, Италия).

6. 2nd International Conference on Particle Physics and Astrophysics (10–14 ок

тября, 2016, г. Москва, Россия).

7. International Workshop on Strong Field Problems in Quantum Theory (6–11

июня, 2016, г. Томск, Россия).

8. 19th International Seminar on High Energy Physics “Quarks-2016” (29 мая –

4 июня, 2016, г. Пушкин, Россия).

9. 17th Lomonosov Conference on Elementary Particle Physics (20–26 августа,

2015, г. Москва, Россия).

10. Saha Theory Workshop: Cosmology at the Interface (28–30 января, 2015,

г. Калькутта, Индия).
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11. 10th Latin American Symposium on High Energy Physics (24–28 ноября, 2014,

г. Медельин, Колумбия).

12. 37th International Conference on High Energy Physics “ICHEP-2014” (2–9

июля, 2014, г. Валенсия, Испания).

13. International Conference on Flavor Physics and Mass Generation (10–14 фев

раля, 2014, Сингапур).

14. 9th Latin American Symposium on High Energy Physics (10–14 декабря, 2012,

г. Сан-Паулу, Бразилия).

15. 17th International Seminar on High Energy Physics “Quarks-2012” (4–10 июня,

2012, г. Ярославль, Россия).

16. Miami 2011: Topical Conference on Elementary Particles, Astrophysics, and

Cosmology (15–20 декабря, 2011, г. Форт Лодердейл, США).

17. 15th International School “Particles and Cosmology” (26 мая – 2 июня, 2011,

г. Троицк, Россия).

18. Miami 2010: Topical Conference on Elementary Particles, Astrophysics, and

Cosmology (14–19 декабря, 2010, г. Форт Лодердейл, США).

19. 7th Latin American Symposium on High Energy Physics (14–21 января, 2009,

г. Сан-Карлос-де-Барилоче, Аргентина).

20. European Physical Society Conference on High Energy Physics (19–25 июля,

2007, г. Манчестер, Великобритания).

21. 14th International School “Particles and Cosmology” (16–21 апреля, 2007, Бак

санское ущелье, Россия).

22. IPM School & Conference on Lepton and Hadron Physics (15–20 мая, 2006,

г. Тегеран, Иран).
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23. Hiroshima Higgs Workshop (17–19 января, 2006, г. Хиросима, Япония).

24. 12th Lomonosov Conference on Elementary Particle Physics (25–31 августа,

2005, г. Москва, Россия).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 32 печат

ных работах [49–80], в том числе в 30 публикациях в рецензируемых научных

изданиях, рекомендованных ВАК [49,51–70,72–80].

Личный вклад автора. Все представленные в диссертации основные резуль

таты получены лично автором. Содержание диссертации и положения, выноси

мые на защиту, отражают персональный вклад автора в опубликованные рабо

ты. Вклад диссертанта в постановку задач, формулировку выводов и подготов

ку к публикации полученных результатов, проводимую совместно с соавторами,

был определяющим.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, трех

глав, заключения, восьми приложений и списка литературы.

В главе 1 развиваются теоретические подходы для описания флейворных

и спин-флейворных осцилляций нейтрино в вакууме и различных внешних по

лях. В разд. 1.1, релятивистская квантовая механика применяется для описания

флейворных осцилляций нейтрино в вакууме. Затем, в разд. 1.2, рассматрива

ются флейворные осцилляции в фоновом веществе, а в разд. 1.3 – для описания

спин-флейворных осцилляций дираковских нейтрино во внешнем магнитном

поле. Наконец, в разд. 1.4 обсуждается наиболее общая ситуация спин-флей

ворных осцилляций в веществе под действием внешнего магнитного поля. В

разд. 1.5 и 1.6 рассматриваются некоторые астрофизические приложения. В

разд. 1.7 и 1.8 релятивистская квантовая механика используется для анализа ос

цилляций майорановских нейтрино в вакууме, а также в веществе и магнитном

поле. В разд. 1.9 полученные результаты применяются для описания осцилля
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ций майорановских нейтрино в астрофизике. Наконец, в разд. 1.10 рассматрива

ются переходы между нейтрино и антинейтрино в рамках подхода основанного

на квантовой теории поля, при этом особое внимание уделяется влиянию фоно

вого вещества на процесс осцилляций.

В главе 2 рассматривается эволюция гипермагнитных и магнитных полей

в ранней вселенной до и после ЭСФП, а также ряд приложений таких как гене

рация лептонной и барионной асимметрий и влияние турбулентности вещества

на динамику киральных частиц в горячей плазме. В разд. 2.1 и 2.2 получен

однопетлевой вклад в антисимметричную часть поляризационного оператора

фотона в среде состоящей из лептонной плазмы и нейтринного газа. Затем, в

разд. 2.3 рассмотрены некоторые применения вычисленного поляризационного

оператора для описания эволюции магнитных полей в горячей релятивистской

плазме ранней Вселенной обусловленной наличием нейтринной асимметрии. Да

лее, в разд. 2.4-2.5 рассматривается влияние МГД-турбулентности на динамику

киральных частиц в горячей плазме ранней вселенной. Для этой цели в разд. 2.5

выводится система уравнений МГД, описывающих эволюцию спектров плотно

сти магнитного поля и магнитной спиральности с учетом МГД-турбулентности,

и приводится ее численное решение. Наконец, в разд. 2.6-2.9, рассматривается

эволюция гипермагнитных полей до ЭСФП с учетом левых лептонов, хиггсов

ских бозонов и сфалеронных переходов. В разд. 2.6 формулируются условия

равновесия в симметричной фазе первичной плазмы и обосновывается соответ

ствующий набор химических потенциалов. Далее, в разд. 2.7, выводятся кинети

ческие уравнения для соответствующих асимметрий. В разд. 2.7.1 анализируют

ся законы сохранения и вычисляется барионная асимметрия Вселенной (БАВ).

В разд. 2.8 приводятся решения системы кинетических уравнений. И, наконец,

в разд. 2.9 проанализирована эволюция параметра киральной аномалии.

В главе 3 изучается генерация астрофизических магнитных полей за счет

КМЭ и электрослабого взаимодействия между фермионами. В разд. 3.1 выво

дится выражение для аномального тока безмассовых заряженных фермионов,
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электрослабо взаимодействующих с фоновым веществом, текущего вдоль внеш

него магнитного поля. Затем, в разд. 3.2 исследуется влияние ненулевой массы

заряженных частиц на генерацию аномального электрического тока с учетом

электрослабого взаимодействия с фоновым веществом. В разд. 3.3 и 3.4 описы

вается неустойчивость магнитного поля, приводящая к его росту, в кварковом

веществе компактной звезды и обсуждается применение полученных результа

тов для построения модели магнитаров. Наконец, в разд. 3.5-3.7, развивается

модель описания вспышек магнитаров. Для этой цели, в разд. 3.5, выводят

ся уравнения описывающие эволюцию мелкомасштабного магнитного поля с

учетом МГД-турбулетности в кварковом веществе. Эти уравнения эволюции

численно решаются в разд. 3.6. Результаты численного моделирования приме

няются в разд. 3.7 для объяснения электромагнитного излучения магнитаров.

В заключении сформулированы основные результаты представленные в

диссертации. Некоторые технические вопросы рассматриваются в Приложени

ях А-З, чтобы не загромождать описание результатов в основном тексте диссер

тации.
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Глава 1

Осцилляции нейтрино в веществе под действием

сильного магнитного поля

В данной главе рассматриваются теоретические подходы для описания

флейворных и спин-флейворных осцилляций нейтрино в вакууме и различных

внешних полях. В разд. 1.1-1.4 обсуждаются осцилляции дираковских нейтри

но в рамках релятивистской квантовой механики. Сначала, в разд. 1.1, описы

ваются флейворные осцилляции нейтрино в вакууме. Затем, в разд. 1.2, рас

сматриваются флейворные осцилляции в фоновом веществе. При этом также

изучается случай «нестандартных» взаимодействий нейтрино с веществом. В

разд. 1.3 релятивистская квантовая механика применяется для описания спин

флейворных осцилляций дираковских нейтрино во внешнем магнитном поле.

Наконец, в разд. 1.4 обсуждается наиболее общая ситуация спин-флейворных

осцилляций в веществе под действием внешнего магнитного поля. В разд. 1.5

и 1.6 рассматриваются приложения релятивистской квантовой механики для

описания распространения и осцилляций астрофизических нейтрино в намаг

ниченной оболочке после взрыва СН.

В разд. 1.7 и 1.8 проанализирована эволюция массивных смешанных майо

рановских нейтрино в вакууме, а также в веществе и магнитном поле в рамках

подхода основанного на релятивистской квантовой механике. Помимо осцил

ляций между различными нейтринными флейворами, также рассматриваются

переходы между нейтрино и антинейтрино, которые допускаются, если нейтри

но являются майорановскими частицами. В разд. 1.9 полученные результаты

применяются для исследования астрофизических нейтрино в расширяющейся

оболочке от СН. При этом предполагается, что нейтрино являются майорано

выми частицами. Проводится сравнение динамики их осцилляций со случаем

дираковских нейтрино, изученным в разд. 1.5.
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Наконец, в разд. 1.10 рассматриваются переходы между нейтрино и ан

тинейтрино в рамках подхода основанного на квантовой теории поля, в кото

ром нейтрино предполагаются виртуальными частицами, распространяющими

ся между макроскопически разнесенными точками рождения и детектирования

(см. также работы [41–45]). При этом, особое внимание уделяется влиянию фо

нового вещества на процесс осцилляций, т.к. этот вид переходов может проис

ходить внутри атомного ядра (см., например, статью [27]) и, следовательно, в

данном случае нельзя пренебрегать наличием плотного ядерного вещества при

осцилляциях нейтрино.

Краткие выводы по результатам данной главы приведены в разд. 1.11.

Некоторые технические вопросы рассматриваются в Приложениях А-В, чтобы

не загромождать описание основных результатов в разд. 1.1-1.10.

1.1. Осцилляции дираковских нейтрино в вакууме

В этом разделе обсуждается динамика флейворных осцилляций нейтрино

в вакууме, т.е. в отсутствие внешних полей, с использованием подхода основан

ного на релятивистской квантовой механике [49, 50]. Сначала формулируется

задача Коши для системы флейворных нейтрино. Затем приводится точное

решение задачи Коши и находятся вероятности перехода между различными

поколениями нейтрино. Также обсуждаются границы применимости разрабо

танного формализма.

Без ограничения общности исследуем эволюцию системы только из двух

типов нейтрино 𝜈 = (𝜈𝛼, 𝜈𝛽), где индексы 𝛼 и 𝛽 могут соответствовать электрон

ному, мюонному или 𝜏 -нейтрино. В различных теоретических моделях (см.,

например, работу [133]) предлагается, что число типов нейтрино может быть

больше чем три, 𝑁𝜈 > 3. Случай произвольного числа типов нейтрино может

быть рассмотрен в рамках разработанного формализма путем несложного обоб

щения. Лоренц-инвариантный лагранжиан для рассматриваемой системы ней
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трино имеет следующий вид:

ℒ =
∑︁
𝜆=𝛼,𝛽

𝜈𝜆i𝛾
𝜇𝜕𝜇𝜈𝜆 −

∑︁
𝜆𝜆′=𝛼,𝛽

𝑚𝜆𝜆′𝜈𝜆𝜈𝜆′, (1.1)

где 𝛾𝜇 = (𝛾0,𝛾) – матрицы Дирака, а (𝑚𝜆𝜆′) – массовая матрица, которая не

диагональна во флейворном базисе. Недиагональные элементы этой матрицы

𝑚𝛼𝛽 = 𝑚𝛽𝛼 соответствуют вакуумному смешению между различными флейвор

ными состояниями нейтрино.

Для описания временной эволюции системы (1.1) сформулируем задачу

Коши для флейворных состояний нейтрино, т.е. зададим следующие начальные

условия для 𝜈𝜆,

𝜈𝜆(r, 𝑡 = 0) = 𝜈
(0)
𝜆 (r), 𝜆 = 𝛼, 𝛽, (1.2)

в которых 𝜈
(0)
𝜆 (r) являются известными функциями кооординат. Смысл фор

мулы (1.2) состоит в том, что по начальным распределениям полей флейвор

ных нейтрино ищутся волновые функции в последующие моменты времени:

𝜈𝜆(r, 𝑡 > 0). Ситуация, когда изначально представлен только один тип нейтри

но, например, 𝛽, реализуется в экспериментах по исследованию нейтринных

осцилляций: в пучке, состоящем из нейтрино типа 𝛽 ищутся нейтрино типа 𝛼.

Для решения начальной задачи (1.2) для системы (1.1) определим массо

вые состояния нейтрино 𝜓𝑎, = 1, 2,

𝜈𝜆 =
∑︁
𝑎=1,2

𝑈𝜆𝑎𝜓𝑎, (1.3)

где матрица (𝑈𝜆) выбрана таким образом, чтобы диагонализовать массовую

матрицу (𝑚𝜆𝜆′). Собственные значения массовой матрицы, которые являются

действительными, положительными числами, определяют массы полей 𝜓𝑎. Обо

значим их как 𝑚𝑎.

Лагранжиан (1.1) содержит волновые функции, соответствующие флей

ворным состояниям нейтрино. Поэтому, до диагонализации массовой матрицы

нельзя сказать, являются поля 𝜈𝜆 дираковскими либо майорановскими. Только
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тогда, когда определены массовые состояния и проанализирована структура по

лученной массой матрицы, можно выявить природу нейтрино (см., например,

статьи [134, 135]). В настоящем разделе предполагается, что поля 𝜓𝑎 являются

дираковскими частицами.

В случае, когда присутствуют только два типа нейтрино, матрица смеши

вания (𝑈𝜆𝑎) в формуле (1.3) имеет вид,

(𝑈𝜆𝑎) =

⎛⎝cos 𝜃 − sin 𝜃

sin 𝜃 cos 𝜃

⎞⎠ , (1.4)

где 𝜃 – вакуумный угол смешивания.

После замены переменных (1.3) в лагранжиане (1.1), он принимает следу

ющий вид:

ℒ =
∑︁
𝑎=1,2

𝜓𝑎(i𝛾
𝜇𝜕𝜇 −𝑚𝑎)𝜓𝑎. (1.5)

Лагранжиан (1.5) должен быть дополнен начальными условиями для полей 𝜓𝑎,

𝜓𝑎(r, 𝑡 = 0) = 𝜓(0)
𝑎 (r), 𝜓(0)

𝑎 = (𝑈−1
𝑎𝜆 )𝜈

(0)
𝜆 , (1.6)

которые следуют из формул (1.2) и (1.3).

Как видно из уравнений Дирака,

i�̇�𝑎 = (𝛼p+ 𝛽𝑚𝑎)𝜓𝑎, 𝑎 = 1, 2, (1.7)

возникающих в результате варьирования лагранжиана (1.5), поля 𝜓𝑎 эволюци

онируют независимо. В формуле (1.7) используются стандартные определения

для матриц Дирака, 𝛼 = 𝛾0𝛾 и 𝛽 = 𝛾0.

Решение уравнения (1.7) имеет следующий вид:

𝜓𝑎(r, 𝑡) =

∫︁
d3p

(2𝜋)3/2
𝑒ipr

∑︁
𝜁=±1

[︁
𝑎(𝜁)𝑎 𝑢(𝜁)𝑎 𝑒−i𝐸𝑎𝑡 + 𝑏(𝜁)𝑎 𝑣(𝜁)𝑎 𝑒i𝐸𝑎𝑡

]︁
, (1.8)

где 𝐸𝑎 =
√︀

|p|2 +𝑚2
𝑎 – энергия массивных нейтрино в вакууме, 𝜁 = ± – спи

ральности массовых состояний нейтрино, а 𝑢(𝜁)𝑎 и 𝑣
(𝜁)
𝑎 – базисные спиноры, со

ответствующие определенным спиральностям.
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В рамках подхода для описания эволюции системы нейтрино (1.1), основан

ного на релятивистской квантовой механике, коэффициенты 𝑎
(𝜁)
𝑎 и 𝑏(𝜁)𝑎 являются

𝑐-числовыми функциями, а не операторами, действующими в фоковском про

странстве [49, 50]. Таким образом, основная задача заключается в нахождении

этих коэффициентов. Поскольку поля 𝜓𝑎 являются независимыми, значения

коэффициентов 𝑎(𝜁)𝑎 и 𝑏(𝜁)𝑎 зависит только от начальных условий (1.6).

Используя свойство ортонормированности базисных спиноров,

𝑢(𝜁
′)†

𝑎 𝑢(𝜁)𝑎 = 𝑣(𝜁
′)†

𝑎 𝑣(𝜁)𝑎 = 𝛿𝜁 ′𝜁 , 𝑢(𝜁
′)†

𝑎 𝑣(𝜁)𝑎 = 0, (1.9)

находим коэффициенты 𝑎
(𝜁)
𝑎 и 𝑏(𝜁)𝑎 в следующей форме:

𝑎(𝜁)𝑎 =
1

(2𝜋)3/2
𝑢(𝜁)†𝑎 𝜓(0)

𝑎 (p), 𝑏(𝜁)𝑎 =
1

(2𝜋)3/2
𝑣(𝜁)†𝑎 𝜓(0)

𝑎 (p), (1.10)

где

𝜓(0)
𝑎 (p) =

∫︁
d3r𝑒−ipr𝜓(0)

𝑎 (r), (1.11)

это Фурье образ начальной волновой функции (1.6).

С помощью уравнений (1.8)-(1.11) приходим к выражениям для волновых

функций нейтринных массовых состояний,

𝜓𝑎(r, 𝑡) =

∫︁
d3r′𝑆𝑎(r

′ − r, 𝑡)(−i𝛾0)𝜓(0)
𝑎 (r′), (1.12)

где

𝑆𝑎(r, 𝑡) = (i𝛾𝜇𝜕𝜇 +𝑚𝑎)𝐷𝑎(r, 𝑡), (1.13)

является функцией Паули-Йордана спинорной частицы, а

𝐷𝑎(r, 𝑡) =

∫︁
d3p

(2𝜋)3
𝑒ipr

sin𝐸𝑎𝑡

𝐸𝑎
, (1.14)

представляет собой функцию Паули-Йордана скалярного поля.

Удобно переписать соотношение (1.12) в форме,

𝜓𝑎(r, 𝑡) =

∫︁
d3p

(2𝜋)3
𝑒ipr𝑆𝑎(−p, 𝑡)(−i𝛾0)𝜓(0)

𝑎 (p), (1.15)

32



где

𝑆𝑎(−p, 𝑡) =
∑︁
𝜁=±1

[︁
𝑢(𝜁)𝑎 ⊗ 𝑢(𝜁)†𝑎 𝑒−i𝐸𝑎𝑡 + 𝑣(𝜁)𝑎 ⊗ 𝑣(𝜁)†𝑎 𝑒i𝐸𝑎𝑡

]︁
(i𝛾0)

=

[︂
cos𝐸𝑎𝑡− i

sin𝐸𝑎𝑡

𝐸𝑎
(𝛼p+ 𝛽𝑚𝑎)

]︂
(i𝛾0), (1.16)

это Фурье образ функции Паули-Йордана функции (1.13). Чтобы получить со

отношение (1.16) использовались формулы суммирования по спиновым индек

сам [136] ∑︁
𝜁=±1

𝑢(𝜁)𝑎 ⊗ 𝑢(𝜁)†𝑎 =
1

2
+

1

2𝐸𝑎
(𝛼p+ 𝛽𝑚𝑎),

∑︁
𝜁=±1

𝑣(𝜁)𝑎 ⊗ 𝑣(𝜁)†𝑎 =
1

2
− 1

2𝐸𝑎
(𝛼p+ 𝛽𝑚𝑎), (1.17)

которые согласуются с условием нормировки базисных спиноров (1.9).

Рассмотрим теперь начальные условия (1.2) определенного вида. Предпо

ложим, что первоначально имеется очень широкий волновой пакет, т.е. коор

динатная зависимость волновых функций 𝜈
(0)
𝜆 (r) соответствует плоской волне

с начальным импульсом k. Кроме того, будем рассматривать ситуацию, когда

изначально присутствует только один аромат нейтрино. Таким образом, имеем,

𝜈(0)𝛼 (r) = 0, 𝜈
(0)
𝛽 (r) = 𝑒ikr𝜈

(0)
𝛽 (k), (1.18)

где 𝜈(0)𝛼 (k) – независимый от координат нормировочный спинор, |𝜈(0)𝛽 (k)|2 = 1.

Используя формулы (1.3), (1.4), а также (1.14)-(1.18), получаем волновую

функцию флейворного нейтрино 𝜈𝛼, которое изначально отсутствовало в пучке,

как

𝜈𝛼(r, 𝑡) =𝑒
ikr sin 𝜃 cos 𝜃

{︂
cos𝐸1𝑡− cos𝐸2𝑡

− i
sin𝐸1𝑡

𝐸1
(𝛼k+ 𝛽𝑚1) + i

sin𝐸2𝑡

𝐸2
(𝛼k+ 𝛽𝑚2)

}︂
𝜈
(0)
𝛽 (k), (1.19)

где энергии являются функциями начального импульса: 𝐸𝑎 =
√︀
|k|2 +𝑚2

𝑎.
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С помощью формулы (1.19) получаем вероятность перехода 𝑃𝜈𝛽→𝜈𝛼(𝑡) =

|𝜈𝛼(r, 𝑡)|2 в виде

𝑃𝜈𝛽→𝜈𝛼(𝑡) = sin2(2𝜃)

[︂
sin2(Φ𝑡)− sin(Φ𝑡) cos(𝜎𝑡)

× 1

2

(︂
𝑚2

1

𝑘2
sin𝐸1𝑡−

𝑚2
2

𝑘2
sin𝐸2𝑡

)︂]︂
+𝒪

(︂
𝑚4

𝑎

𝑘4

)︂
, (1.20)

где

Φ =
𝐸1 − 𝐸2

2
≈ 𝛿𝑚2

4𝑘
+ · · · , 𝜎 =

𝐸1 + 𝐸2

2
≈ 𝑘 +

𝑚2
1 +𝑚2

2

4𝑘
+ · · · , (1.21)

а 𝛿𝑚2 = 𝑚2
1−𝑚2

2. Величина Φ является фазой осцилляций нейтрино в вакууме.

Заметим, что вероятность перехода (1.20) не зависит от координат, поскольку

исследуется достаточно широкий начальный волновой пакет.

В пределе ультрарелятивистских частиц главный член в соотношении (1.20)

представляет собой вероятность перехода для нейтринных осцилляций в ваку

уме. Поправки к основному результату подавлены множителем 𝑚2
𝑎/𝑘

2 ≪ 1. Ис

пользуя соотношение (1.21), можно представить формулу (1.20) в следующем

виде:

𝑃𝜈𝛽→𝜈𝛼(𝑡) = sin2(2𝜃)

[︂
sin2

(︂
𝛿𝑚2

4𝑘
𝑡

)︂
− 𝛿𝑚2

4𝑘2
sin

(︂
𝛿𝑚2

4𝑘
𝑡

)︂
sin(2𝑘𝑡)

]︂
+ · · · , (1.22)

где опущены малые поправки ∼ 𝑚4
𝑎/𝑘

4.

Теперь главный член в формуле (1.22) воспроизводит хорошо известный

результат для вероятности перехода при осцилляциях нейтрино в вакууме, по

лученный в рамках квантово-механического подхода [137]. Поправка к главному

члену, которая является быстро осциллирующей функцией на частоте ∼ 𝑘, бы

ла выведена в статье [46] с использованием методов квантовой теории поля. В

данном разделе аналогичный результат был получен в рамках релятивистской

квантовой механики (см. также [49, 50]). Таким образом, данная поправка к

главному члену в вероятности перехода возникает при использовании реляти

вистски инвариантных решений волновых уравнений для массивных нейтрино.
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Отметим, что вероятность перехода в формуле (1.22) является инвариант

ной относительно замены 𝑚1 ⇔ 𝑚2. Это означает, что нельзя получить ин

формацию о иерархии масс нейтрино путем изучения осцилляций нейтрино в

вакууме, даже с учетом поправки к главному члену в вероятности перехода.

Обсудим теперь возможные начальные условия, которые отличаются от

плоской волны (1.18). Если начальная волновая функция локализована в об

ласти пространства с характерным масштабом 𝐿0, а детектор нейтрино нахо

дится в волновой зоне |r| ≫ 𝐿0, то в функциях Паули-Йордана (1.14) и (1.13)

можно пренебречь зависимостью от массы частиц 𝑚𝑎 (см. работы [49,50, 138]).

Таким образом, нейтрино имеющие локализованные в пространстве начальные

волновые функции, будут эволюционировать в волновой зоне как безмассовые

частицы, которые, как известно, не подверже ны флейворным осцилляциям.

Поэтому начальный волновой пакет должен быть достаточно широким.

1.2. Осцилляции дираковских нейтрино в веществе

В этом разделе формализм, развитый в разд. 1.1, используется для изу

чения эволюции системы флейворных нейтрино со смешиванием 𝜈 = (𝜈𝛼, 𝜈𝛽)

распространяющихся в веществе [51, 52]. Будет сформулирована задача Коши

для данной системы. Начальная задача будет решена для случая ультрареля

тивистских нейтрино. Будет детально исследована ситуация, когда нейтрино

взаимодействует с веществом в рамках СМ. Также будет проанализирована

динамика нейтринных осцилляций в случае «нестандартных» взаимодействий,

которые смешивают различные нейтринные флейворы.

Взаимодействие нейтрино с веществом может быть представлено в форме

внешнего аксиально-векторного поля 𝑓𝜇𝜆𝜆′ [139–141]. По аналогии с разд. 1.1,

сначала запишем лоренц-инвариантный лагранжиан рассматриваемой системы,

ℒ =
∑︁
𝜆=𝛼,𝛽

𝜈𝜆i𝛾
𝜇𝜕𝜇𝜈𝜆 −

∑︁
𝜆,𝜆′=𝛼,𝛽

𝜈𝜆
(︀
𝑚𝜆𝜆′ + 𝑓𝜇𝜆𝜆′𝛾

L
𝜇

)︀
𝜈𝜆′, (1.23)
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где 𝛾L𝜇 = 𝛾𝜇(1 − 𝛾5)/2, а 𝛾5 = i𝛾0𝛾1𝛾2𝛾3. Обозначение для массовой матрицы

такое же, как и в разд. 1.1.

Отметим, что в общем случае аксиально-векторное поле 𝑓𝜇𝜆𝜆′ может быть

недиагональным во флейворном базисе. Появление недиагональных компонент

(𝑓𝜇𝛼𝛽) у этой матрицы является указанием на наличие «нестандартных» взаи

модействий нейтрино, которые смешивают различные нейтринные флейворы,

поскольку в рамках СМ электрослабого взаимодействия возможны только диа

гональные элементы этой матрицы.

Если рассмотреть случай взаимодействия нейтрино с веществом в рамках

СМ, то нулевая компонента диагональных элементов данной матрицы, 𝑓 0𝜆𝜆, про

порциональна плотности фонового вещества, а пространственная компонента,

f𝜆𝜆, – средней скорости и поляризации фона фермионов. Подробности операции

усреднения по фоновым фермионам среды представлены в работах [140,141].

Для описания эволюции системы (1.23) сформулируем задачу Коши для

флейворных нейтрино с начальными волновыми функциями, имеющими такой

же вид, как и в формуле (1.2). Для решения начальной задачи введем массовые

состояния нейтрино 𝜓𝑎 (см. формулы (1.3) и (1.4)), так чтобы диагонализовать

массовую матрицу (𝑚𝜆𝜆′). Также, как и в разд. 1.1 полагаем, что массовые

состояния 𝜓𝑎 являются дираковскими частицами.

Лагранжиан (1.23), выраженный через поля 𝜓𝑎 имеет вид,

ℒ =
∑︁
𝑎=1,2

𝜓𝑎(i𝛾
𝜇𝜕𝜇 −𝑚𝑎)𝜓𝑎 −

∑︁
𝑎,𝑏=1,2

𝑔𝜇𝑎𝑏𝜓𝑎𝛾
L
𝜇𝜓𝑏, (1.24)

где

(𝑔𝜇𝑎𝑏) = 𝑈 †(𝑓𝜇𝜆𝜆′)𝑈 =

⎛⎝𝑔𝜇1 𝑔𝜇

𝑔𝜇 𝑔𝜇2

⎞⎠ , (1.25)

является внешним аксиально-векторным полем выраженным в массовом базисе.

Можно получить уравнения Дирака для массовых состояний нейтрино
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непосредственно из лагранжиана (1.24). Данные уравнения имеют вид,

i�̇�𝑎 =ℋ𝑎𝜓𝑎 + 𝒱𝜓𝑏, 𝑎, 𝑏 = 1, 2, 𝑎 ̸= 𝑏,

ℋ𝑎 =𝛼p+ 𝛽𝑚𝑎 + 𝛽𝛾L𝜇𝑔
𝜇
𝑎 , 𝒱 = 𝛽𝛾L𝜇𝑔

𝜇. (1.26)

Следует отметить, что уравнения Дирака для различных массовых состояний

не являются независимыми из-за наличия взаимодействия 𝒱 . При исследовании

решений уравнения Дирака для массивного нейтрино в веществе будем точно

учитывать вклад слагаемого 𝛽𝛾L𝜇𝑔𝜇𝑎 , тогда как взаимодействие 𝒱 , которое сме

шивает различные массовые состояния, должно быть учтено в рамках теории

возмущений. Тем не менее, для ультрарелятивистских нейтрино можно найти

решение уравнений (1.26), в котором точно учтено взаимодействие 𝒱 .

Будем исследовать распространение нейтрино в неподвижном и неполя

ризованном веществе, что соответствует g𝑎𝑏 = 0. В этом случае матрица (𝑔𝜇𝑎𝑏)

имеет только нулевую компоненту,

(𝑔𝑎𝑏) ≡ (𝑔0𝑎𝑏) =

⎛⎝𝑔1 𝑔

𝑔 𝑔2

⎞⎠ , (1.27)

где введены новые обозначения, 𝑔𝑎 ≡ 𝑔0𝑎𝑎 и 𝑔 ≡ 𝑔012 = 𝑔021. Если фермионы веще

ства неподвижны и не поляризованы, то оператор спиральности (Σp)/|p|, где

Σ = 𝛾0𝛾5𝛾, коммутирует c гамильтонианом ℋ𝑎. Следовательно можно класси

фицировать состояния массивных нейтрино с помощью собственных значений

𝜁 = ± оператора спиральности.

Наиболее общее решение уравнения (1.26) может быть представлено в сле

дующем виде:

𝜓𝑎(r, 𝑡) =𝑒
−i𝑔𝑎𝑡/2

∫︁
d3p

(2𝜋)3/2
𝑒ipr

×
∑︁
𝜁=±1

[︁
𝑎(𝜁)𝑎 (𝑡)𝑢(𝜁)𝑎 exp (−i𝐸(𝜁)

𝑎 𝑡) + 𝑏(𝜁)𝑎 (𝑡)𝑣(𝜁)𝑎 exp (+i𝐸(𝜁)
𝑎 𝑡)

]︁
, (1.28)

где 𝑎
(𝜁)
𝑎 и 𝑏

(𝜁)
𝑎 являются неопределенными неоператорными коэффициентами
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(см. формулу (1.8)), которые, однако, теперь зависят от времени, из-за члена 𝒱

в формуле (1.26).

Энергетический спектр 𝐸(𝜁)
𝑎 уравнения (1.28) был найден в работе [142,143]

в случае неподвижного и неполяризованного вещества,

𝐸(𝜁)
𝑎 =

√︁
(|p| − 𝜁𝑔𝑎/2)

2 +𝑚2
𝑎. (1.29)

Базисные спиноры 𝑢
(𝜁)
𝑎 и 𝑣(𝜁)𝑎 в соотношении (1.28) являются собственными век

торами оператора спиральности (Σp)/|p|, соответствующими собственным зна

чениям 𝜁. В качестве примера приведем базисные спиноры, которые соответ

ствуют ультрарелятивистской частице распространяющейся вдоль оси 𝑧,

𝑢− =
1√
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

−1

0

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑢+ =
1√
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

1

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑣− =
1√
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

1

0

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑣+ =
1√
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

−1

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (1.30)

где опущен индекс 𝑎, поскольку масса нейтрино не учитывается в формуле (1.30).

Базисные спиноры, соответствующие нейтрино с произвольной энергией были

найдены в явном виде в работах [142,143].

Теперь необходимо задать начальные условия. Можно выбрать их в том же

виде, что и в формуле (1.18), где k = (0, 0, 𝑘) и 𝑘 ≫ 𝑚𝑎. При этом также удобно

положить 𝜈(0)𝛽 = 𝑢− (см. формулу (1.30)). Такая начальная волновая функция

соответствует нейтрино, распространяющихся вдоль оси 𝑧, со спином направ

ленным против импульса частицы, то есть она описывает лево-поляризованное

нейтрино.

Подставив формулу (1.28) в волновые уравнения (1.26), получим следую
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щие обыкновенные дифференциальные уравнения для функций 𝑎(𝜁)𝑎 (𝑡) и 𝑏(𝜁)𝑎 (𝑡):

i�̇�(𝜁)𝑎 =𝑒i(𝑔𝑎−𝑔𝑏)𝑡/2 exp
(︁
i𝐸(𝜁)

𝑎 𝑡
)︁
𝑢(𝜁)†𝒱

×
∑︁
𝜁 ′=±1

[︁
𝑎
(𝜁 ′)
𝑏 𝑢(𝜁

′) exp
(︁
−i𝐸

(𝜁 ′)
𝑏 𝑡
)︁
+ 𝑏

(𝜁 ′)
𝑏 𝑣(𝜁

′) exp
(︁
i𝐸

(𝜁 ′)
𝑏 𝑡
)︁ ]︁
,

i�̇�(𝜁)𝑎 =𝑒i(𝑔𝑎−𝑔𝑏)𝑡/2 exp
(︁
−i𝐸(𝜁)

𝑎 𝑡
)︁
𝑣(𝜁)†𝒱

×
∑︁
𝜁 ′=±1

[︁
𝑎
(𝜁 ′)
𝑏 𝑢(𝜁

′) exp
(︁
−i𝐸

(𝜁 ′)
𝑏 𝑡
)︁
+ 𝑏

(𝜁 ′)
𝑏 𝑣(𝜁

′) exp
(︁
i𝐸

(𝜁 ′)
𝑏 𝑡
)︁ ]︁
. (1.31)

Чтобы вывести уравнение (1.31) использовалось свойство ортонормированности

базисных спиноров (1.30) (см. формулу (1.9)). Необходимо дополнить уравне

ние (1.31) начальными условиями,

𝑎
(𝜁)
1 (0) =

sin 𝜃

(2𝜋)3/2
𝑢(𝜁)†𝜈

(0)
𝛽 , 𝑎

(𝜁)
2 (0) =

cos 𝜃

(2𝜋)3/2
𝑢(𝜁)†𝜈

(0)
𝛽 , (1.32)

которые возникают в результате учета формул (1.6) и (1.28). Если исследуется

эволюция произвольного начального волнового пакета, то вместо 𝜈(0)𝛽 в форму

ле (1.32) необходимо использовать Фурье образ начальной волновой функции

𝜈
(0)
𝛽 (r).

Принимая во внимание тот факт, что ⟨𝑢(𝜁)|𝒱|𝑣(𝜁 ′)⟩ = 0, получаем, что

уравнения для 𝑎
(𝜁)
𝑎 (𝑡) и 𝑏

(𝜁)
𝑎 (𝑡) становятся независимыми, т.е. взаимодействие

𝒱 не смешивает собственные функции соответствующие положительным и от

рицательным энергиям. В дальнейшем будем рассматривать только эволюцию

𝑎
(𝜁)
𝑎 (𝑡), поскольку динамика 𝑏(𝜁)𝑎 (𝑡) может быть изучена аналогичным образом.

Единственными отличными от нуля матричными элементами потенциала

𝒱 в уравнении (1.31) являются ⟨𝑢−|𝒱|𝑢−⟩ = ⟨𝑣+|𝒱|𝑣+⟩ = 𝑔, (см. формулу (1.30)).

В результате получаем, что уравнения (1.31) сводятся к обыкновенным диффе

ренциальным уравнениям только для функции 𝑎−(𝑡),

i�̇�−𝑎 = 𝑎−𝑏 𝑔 exp [i{𝐸
−
𝑎 − 𝐸−

𝑏 + (𝑔𝑎 − 𝑔𝑏)/2}𝑡], 𝑎, 𝑏 = 1, 2, 𝑎 ̸= 𝑏. (1.33)

Из формулы (1.33) видно, что уравнения для функций 𝑎−𝑎 и 𝑎+𝑎 (которое здесь

не показано) являются независимыми поскольку взаимодействие с фоновым
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веществом сохраняет спиральности частиц. Напомним, что начальные условия

были выбраны соответствующими лево-поляризованной частице. В самом деле,

из соотношения (1.32) можно получить, что функции 𝑎+𝑎 (𝑡) равны нулю при

𝑡 = 0.

Решение уравнения (1.33) может быть выражено в виде (см. Приложе

ние А),

𝑎−1 (𝑡) =𝐹𝑎
−
1 (0) +𝐺𝑎−2 (0), 𝐹 =

[︂
cosΩ−𝑡− i

𝜔−

2Ω−
sinΩ𝑡

]︂
exp (i𝜔−𝑡/2),

𝑎−2 (𝑡) =𝐹
*𝑎−2 (0)−𝐺*𝑎−1 (0), 𝐺 = −i

𝑔

Ω−
sinΩ−𝑡 exp (i𝜔−𝑡/2), (1.34)

где Ω− =
√︀
𝑔2 + (𝜔−/2)2, а Ω− = 𝐸−

1 − 𝐸−
2 + (𝑔1 − 𝑔2)/2.

Используя тождество
(︀
𝑣+ ⊗ 𝑣+†)︀ 𝜈(0)𝛽 = 0 (см. формулу (1.30)), а также

соотношения (1.3), (1.4), (1.28) и (1.34), приходим к выражению для волновой

функции флейворного нейтрино 𝜈𝛼,

𝜈𝛼(𝑧, 𝑡) =− i exp (−i𝜎−𝑡+ i𝑘𝑧)
sinΩ−𝑡

Ω−

× [𝑔 cos 2𝜃 + (𝜔−/2) sin 2𝜃]𝜈
(0)
𝛽 +𝒪

(︁𝑚𝑎

𝑘

)︁
, (1.35)

где 𝜎− = (𝐸−
1 +𝐸−

2 )/2+(𝑔1+𝑔2)/2. Отметим, что в формуле (1.35) помимо вкла

да СМ учтены также возможные «нестандартные» взаимодействия релятивист

ских нейтрино с неподвижным и неполяризованным веществом произвольной

плотности.

Обсудим теперь случай нейтрино, взаимодействующего с веществом в рам

ках СМ. В этом случае матрица (𝑓𝜇𝜆𝜆′) является диагональной: 𝑓𝜇𝜆𝜆′ = 𝑓𝜇𝜆 𝛿𝜆𝜆′.

Поскольку исследуется случай неподвижного и неполяризованного вещества,

то пространственные компоненты 4-вектора 𝑓𝜇𝜆 равны нулю. Если изучается ве

щество состоящее из электронов, нейтронов и протонов, нулевая компонента

𝑓 0𝜆 ∼ 𝑓𝜆 принимает форму (см., например, статью [139])

𝑓𝜆 =
√
2𝐺F

∑︁
𝑓=𝑒,𝑝,𝑛

𝑛𝑓𝑞
(𝜆)
𝑓 , 𝑞

(𝜆)
𝑓 =

(︁
𝐼
(𝑓)
3L − 2𝑄(𝑓) sin2 𝜃𝑊 + 𝛿𝑓𝑒𝛿𝜆𝜈𝑒

)︁
, (1.36)
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где 𝑛𝑓 – плотность числа частиц среды, 𝐼(𝑓)3L – третья компонента изоспина

фермионов типа 𝑓 , 𝑄(𝑓) – электрический заряд данных фермионов, 𝜃𝑊 – угол

Вайнберга, а 𝐺F ≈ 1.17× 10−5 GeV−2 – постоянная Ферми.

Используя формулы (1.4), (1.25) и (1.27) получаем, что матрица (𝑔𝑎𝑏) имеет

вид

(𝑔𝑎𝑏) =

⎛⎝𝑓𝛼 cos2 𝜃 + 𝑓𝛽 sin
2 𝜃 sin 2𝜃Δ𝑉eff/2

sin 2𝜃Δ𝑉eff/2 𝑓𝛼 sin
2 𝜃 + 𝑓𝛽 cos

2 𝜃

⎞⎠ , (1.37)

где Δ𝑉eff = 𝑓𝛽 − 𝑓𝛼 – разница между эффективными потенциалами флейвор

ных нейтрино, взаимодействующих с веществом. Используя уравнение (1.36),

приведем Δ𝑉eff в форме,

Δ𝑉eff =
√
2𝐺F ×

⎧⎪⎨⎪⎩𝑛𝑒, для 𝜈𝑒 → 𝜈𝜇,𝜏 ,

0, для 𝜈𝜇,𝜏 → 𝜈𝜏,𝜇,
(1.38)

для различных каналов нейтринных осцилляций.

В дальнейшем рассмотрим случай вещества низкой плотности, 𝑔𝑎 ≪ 𝑘,

что справедливо практически для всех реалистичных импульсов нейтрино и

плотном фоновом веществе. Действительно, даже для вещества в центре НЗ,

где 𝑛𝑛 = 1038 cm−3, исходя из формулы (1.36) получаем, что 𝑔𝑎 ∼ 10 eV, что

значительно меньше энергии практически любого нейтрино. С помощью фор

мулы (1.29) получаем, что в этом приближении 𝜔−/2 ≈ Φ − cos 2𝜃Δ𝑉eff/2, где

Φ и 𝛿𝑚2 определены в формуле (1.21).

Вероятность перехода для процесса 𝜈𝛽 → 𝜈𝛼 может быть рассчитана на

основе соотношения (1.35) в виде

𝑃𝜈𝛽→𝜈𝛼(𝑡) = |𝜈𝛼(𝑧, 𝑡)|2 ≈ 𝑃max sin
2

(︂
𝜋

𝐿osc
𝑡

)︂
, (1.39)

где

𝑃max =
Φ2 sin2(2𝜃)

(Φ cos 2𝜃 −Δ𝑉eff/2)2 + Φ2 sin2(2𝜃)
,

𝜋

𝐿osc
=
√︁
(Φ cos 2𝜃 −Δ𝑉eff/2)2 + Φ2 sin2(2𝜃), (1.40)
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являются максимальной вероятностью перехода и длиной осцилляций.

Из соотношений (1.39) и (1.40) видно, что они воспроизводят известную

формулу для вероятности перехода в нейтринных осцилляциях в веществе (см.

работы [17, 18]). Если плотность имеет резонансное значение определяемое из

соотношения: Φcos 2𝜃 = Δ𝑉
(res)
eff /2, максимальная вероятность перехода дости

гает больших значений ∼ 1. Данный эффект резонансного усиления осцилляций

нейтрино в веществе известен как эффект МСВ [17,18].

Обсудим теперь осцилляции нейтрино в веществе, с учетом гипотетических

«нестандартных» взаимодействий нейтрино. Одной из возможностей проявле

ния такого рода взаимодействий являются недиагональные элементы матрицы

(𝑓𝜇𝜆𝜆′). Это взаимодействие может индуцировать переходы между нейтринными

флейворами в присутствии вещества. Рассмотрим, как и прежде, неподвижное

и неполяризованное вещество, и обозначим дополнительный ненулевой элемент

матрицы (𝑓𝜇𝜆𝜆′) как 𝑓 ≡ 𝑓 0𝛼𝛽 ̸= 0. Следует отметить, что вопрос о точной фор

ме зависимости нестандартного взаимодействия от плотности фермионов среды

остается открытым. Тем не менее, можно задать нестандартное взаимодействие

как 𝑓 = 𝜖𝛼𝛽(𝑓𝛼 + 𝑓𝛽)/2. Экспериментальные ограничения на параметры 𝜖𝛼𝛽 со

ставляют |𝜖𝛼𝛽| . 0.4 [144].

Используя те же рассуждения, что и для вывода соотношений (1.39) и (1.40),

приходим к модифицированным выражениям для максимальной вероятности

перехода и длины осцилляций,

𝑃max =
(Φ sin 2𝜃 + 𝑓)2

(Φ cos 2𝜃 −Δ𝑉eff/2)2 + (Φ sin 2𝜃 + 𝑓)2
,

𝜋

𝐿osc
=
√︀

(Φ cos 2𝜃 −Δ𝑉eff/2)2 + (Φ sin 2𝜃 + 𝑓)2. (1.41)

Формула (1.41) является точной и справедливой для произвольной величины

нестандартного взаимодействия 𝑓 , в отличие от формул, полученных в рабо

те [145] на основе теории возмущений.

Из формулы (1.41) видно, что в большинстве случаев учет нестандартного

взаимодействия нейтрино рассматриваемого типа не приводит в возникновению
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никаких дополнительных резонансов в нейтринных осцилляциях. Рассматрива

емое новое взаимодействие нейтрино может немного изменить поведение веро

ятности перехода.

Можно, однако заметить, что новое взаимодействие индуцирует флейвор

ные осцилляции даже для безмассовых нейтрино. Действительно, предположив,

что 𝑚𝑎 = 0 (или, эквивалентно, Φ = 0), получаем, что параметры вероятности

перехода, приведенные в формуле (1.41), формально совпадает с аналогичными

выражениями в формуле (1.40), которые были выведены для массивных ней

трино, если заменить Φ sin 2𝜃 → 𝑓 . В данном случае, однако, нельзя ожидать

появления обычного МСВ резонанса, поскольку Φ = 0. Усиление нейтринных

осцилляций может произойти только если Δ𝑉eff = 0, что может имеет место,

например, в 𝜈𝜇 ↔ 𝜈𝜏 канале осцилляций (см. формулу (1.38)).

Заметим, что для исследования нейтринных осцилляций в веществе в ка

честве начальной волновой функции была выбрана плоская волна соответству

ющая ультрарелятивистской частице. Это позволило точно учесть вклад по

тенциала 𝑔 в уравнении (1.31). Тем не менее, можно исследовать эволюцию

флейворных нейтрино в веществе с произвольным начальным условием в слу

чае низкой плотности фермионов среды [51]. В работе [51] было показано, что

динамика осцилляций нейтрино в этой ситуации согласуется с результатами

статей [17,18].

1.3. Осцилляции дираковских нейтрино во внешнем

магнитном поле

В этом разделе формализм, развитый в разд. 1.1 и 1.2, применяется для

описания эволюции пучка нейтрино во внешнем электромагнитном поле [53]. В

отличие от предыдущих разделах здесь рассматривается ситуация, когда наря

ду с изменением нейтринного флейвора спиральность частицы также претерпе

вает изменение, т.е. исследуются т.н. спин-флейворные осцилляции нейтрино,
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𝜈L,R𝛽 ↔ 𝜈R,L𝛼 . Также будут выведены новые формулы для вероятности перехода,

соответствующие произвольной матрице магнитных моментов.

Нейтрино, как известно, является незаряженный частицей. Ограничение

на электрический заряд нейтрино находится на уровне (10−12−10−13) 𝑒0 [23], где

𝑒0 – заряд протона. Тем не менее, нейтрино может взаимодействовать с внеш

ним электромагнитным полем 𝐹𝜇𝜈 = (E,B), благодаря наличию аномальных

магнитных моментов. Экспериментальное ограничение на магнитные моменты

нейтрино составляет 3.2× 10−11𝜇B [146], где 𝜇B – магнетон Бора. Несмотря на

малость магнитных моментов нейтрино, их взаимодействие с сильными элек

тромагнитными полями может существенно влиять на динамику нейтринных

осцилляций (см., например, разд. 1.5 и 1.6 ниже).

Лагранжиан для рассматриваемой системы двух флейворных нейтрино

𝜈 = (𝜈𝛼, 𝜈𝛽) может быть записан следующим образом:

ℒ =
∑︁
𝜆=𝛼,𝛽

𝜈𝜆i𝛾
𝜇𝜕𝜇𝜈𝜆 −

∑︁
𝜆𝜆′=𝛼,𝛽

𝜈𝜆

(︂
𝑚𝜆𝜆′ +

1

2
𝑀𝜆𝜆′𝜎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈

)︂
𝜈𝜆′, (1.42)

где 𝜎𝜇𝜈 = (i/2)(𝛾𝜇𝛾𝜈 − 𝛾𝜈𝛾𝜇). Матрица магнитных моментов, (𝑀𝜆𝜆′), в форму

ле (1.42) определена во флейворном базисе. В общем случае эта матрица не

зависит от массовой матрицы (𝑚𝜆𝜆′), т.е. диагонализация массовой матрицы не

обязательно означает, диагонального вида матрицы магнитных моментов.

Для анализа динамики системы (1.42) сформулируем задачу Коши (см.

формулы (1.2), (1.6) и (1.18)) и введем массовые состояния 𝜓𝑎 (см. форму

лы (1.3) и (1.4)). Однако, в отличие от предыдущих разделов, необходимо вы

брать определенную форму нормировочного спинора 𝜈(0)𝛽 в формуле (1.18).

Когда нейтрино с аномальным магнитным моментом взаимодействует с

внешним электромагнитным полем, то его спиральность изменяется. Поэтому

следует наложить дополнительное условие на начальный спинор,

𝑃±𝜈
(0)
𝛽 = 𝜈

(0)
𝛽 , 𝑃± =

(︂
1± (Σ · k)

|k|

)︂
, (1.43)

которое означает, что на начальном этапе имеется нейтрино с определенной спи
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ральностью. Здесь Σ = 𝛾5𝛼 – матрицы Дирака. Если подействовать операто

ром 𝑃∓ на конечное состояние 𝜈𝛼(r, 𝑡), можно исследовать появление состояний

с противоположной спиральностью среди волновых функций соответствующих

флейвору 𝛼, т.е. данная ситуация соответствует спин-флейворным осцилляциям

нейтрино 𝜈L,R𝛽 ↔ 𝜈R,L𝛼 . Для определенности будем выбирать начальную волно

вую функцию соответствующую лево-поляризованному нейтрино, а конечную

– право-поляризованной частице.

Запишем теперь лагранжиан (1.42), используя массовые состояния 𝜓𝑎, ко

торые диагонализуют массовую матрицу,

ℒ =
∑︁
𝑎=1,2

𝜓𝑎(i𝛾
𝜇𝜕𝜇 −𝑚𝑎)𝜓𝑎 −

1

2

∑︁
𝑎𝑏=1,2

𝜇𝑎𝑏𝜓𝑎𝜎𝜇𝜈𝜓𝑏𝐹
𝜇𝜈, (1.44)

где

(𝜇𝑎𝑏) = 𝑈 †(𝑀𝜆𝜆′)𝑈 =

⎛⎝𝜇11 𝜇12

𝜇21 𝜇22

⎞⎠ , (1.45)

это матрица магнитных моментов, представленная в массовом базисе. Напом

ним, что данная матрица не обязательно должна быть диагональной.

Аналогично разд. 1.1 и 1.2 будем считать, что массовые состояний нейтри

но 𝜓𝑎 являются дираковскими частицами. Это означает, что матрица магнит

ных моментов (𝜇𝑎𝑏) может иметь как диагональные и недиагональные элемен

ты. Диагональные элементы этой матрицы соответствуют обычным магнитным

моментам, а недиагональные соответствуют переходным магнитным моментам.

Переходные магнитные моменты индуцируют изменение как спиральности, так

и флейвора нейтрино под действием внешнего электромагнитного поля.

Будем считать, что магнитное поле является постоянным, однородным и

направленным вдоль оси 𝑧: B = (0, 0, 𝐵), и что электрическое поле равно нулю,

E = 0. В этом случае запишем уравнение Паули-Дирака для 𝜓𝑎, следующее из

лагранжиана (1.44), в виде:

i�̇�𝑎 =ℋ𝑎𝜓𝑎 + 𝒱𝜓𝑏, 𝑎, 𝑏 = 1, 2, 𝑎 ̸= 𝑏,

ℋ𝑎 =(𝛼p) + 𝛽𝑚𝑎 − 𝜇𝑎𝛽Σ3𝐵, 𝒱 = −𝜇𝛽Σ3𝐵, (1.46)
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где 𝜇𝑎 = 𝜇𝑎𝑎 и 𝜇 = 𝜇𝑎𝑏 = 𝜇𝑏𝑎 – элементы матрицы (𝜇𝑎𝑏) (1.45).

Следует заметить, что, по аналогии с разд. 1.2, волновые уравнения (1.46)

для различных массовых состояний являются связанными из-за наличия взаи

модействия 𝒱 . Следовательно, для анализа динамики данной системы с учетом

этого слагаемого необходимо использовать подход, основанный на теории воз

мущений, в то время как диагональное магнитное взаимодействие −𝜇𝑎𝛽Σ3𝐵

будет учитываться точно с самого начала.

Будем исследовать распространение нейтрино в поперечном магнитном по

ле. Поэтому удобно выбрать направление начального импульса вдоль оси 𝑥:

k = (𝑘, 0, 0), а начальный спинор в виде 𝜈(0)T𝛽 = (1/2)(1,−1,−1, 1). Данный

выбор параметров начального пучка нейтрино означает, что волновая функция

𝜈
(0)
𝛽 (r) описывает ультрарелятивистские частицы, распространяющиеся вдоль

оси 𝑥, со спином направленным против оси 𝑥, т. е. лево-поляризованные ней

трино. Вклад продольного магнитного поля на динамику осцилляций нейтрино

подавлен множителем 𝑚𝑎/𝑘 ≪ 1 [139,147,148].

Общее решение уравнения (1.46) может быть представлено следующим

образом:

𝜓𝑎(r, 𝑡) =

∫︁
d3p

(2𝜋)3/2
𝑒ipr

×
∑︁
𝜁=±1

[︁
𝑎(𝜁)𝑎 (𝑡)𝑢(𝜁)𝑎 exp (−i𝐸(𝜁)

𝑎 𝑡) + 𝑏(𝜁)𝑎 (𝑡)𝑣(𝜁)𝑎 exp (+i𝐸(𝜁)
𝑎 𝑡)

]︁
. (1.47)

Теперь необходимо определить коэффициенты 𝑎
(𝜁)
𝑎 и 𝑏(𝜁)𝑎 в соответствии с урав

нением эволюции (1.46), а также исходя из начальных условий (1.18) и (1.43).

Аналогично разд. 1.2, данные коэффициенты в общем случае являются функ

циями времени.

Как уже упоминалось ранее, спиральность нейтральных частиц, обладаю

щих аномальным магнитным моментом не сохраняется в присутствии внешнего

магнитного поля. Поэтому для классификации состояний массивных нейтрино

в формуле (1.47) необходимо использовать спиновый оператор следующего ви
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да [53,56,149]:

Π𝑎 = 𝑚𝑎Σ3 + i𝛾0𝛾5(Σ× p)3 − 𝜇𝑎𝐵, (1.48)

который коммутирует с гамильтонианом ℋ𝑎 в уравнении (1.46) и, следователь

но, характеризует направление спина по отношению к магнитному полю. Кван

товое число 𝜁 ± 1 является собственным значением оператора (1.48).

Уровни энергии массивного нейтрино (1.47) имеют вид [53,56]:

𝐸(𝜁)
𝑎 =

√︁
𝑝23 + ℰ (𝜁)2

𝑎 , ℰ (𝜁)
𝑎 = 𝒦𝑎 − 𝜁𝜇𝑎𝐵, 𝒦𝑎 =

√︁
𝑚2

𝑎 + 𝑝21 + 𝑝22. (1.49)

Для выбранных направлений внешнего магнитного поля B = (0, 0, 𝐵) и началь

ного импульса k = (𝑘, 0, 0), можно представить формулу (1.49) в виде,

𝐸(𝜁)
𝑎 = 𝒦𝑎 − 𝜁𝜇𝑎𝐵 ≈ 𝑘 +

𝑚2
𝑎

2𝑘
− 𝜁𝜇𝑎𝐵, (1.50)

в случае ультрарелятивистских нейтрино для которых 𝑘 ≫ 𝑚𝑎. В формуле (1.50)

𝒦𝑎 =
√︀
𝑘2 +𝑚2

𝑎 – кинетическая энергия массивных нейтрино.

Явный вид базисных спиноров 𝑢(𝜁)𝑎 и 𝑣(𝜁)𝑎 в формуле (1.47) для произвольно

го нейтринного импульса приведен в работах [53,149]. Воспроизведем базисные

спиноры, соответствующие ультрарелятивистским нейтрино,

𝑢− =
1√
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

1

1

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑢+ =
1√
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

0

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑣− =
1√
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

0

−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑣+ =
1√
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

1

−1

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (1.51)

поскольку в дальнейшем будет изучаться эволюция именно таких частиц. В со

отношении (1.51) опущен индекс 𝑎, поскольку предполагается, что 𝑘 ≫ 𝑚𝑎.

Базисные спиноры 𝑢− и 𝑣− соответствуют отрицательным собственным значе

нием оператора (1.48) (спин нейтрино направлен противоположно магнитному

полю), а 𝑢+ и 𝑣+ – положительным (спин нейтрино направлен по магнитному

полю).

Используя общее решение (1.47), содержащее неопределенные функции

𝑎
(𝜁)
𝑎 и 𝑏

(𝜁)
𝑎 , учитывая свойство ортонормированности базисных спиноров (1.51),
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и исходя из уравнения Паули-Дирака (1.46), получаем систему обыкновенных

дифференциальных уравнений для функций 𝑎(𝜁)𝑎 и 𝑏(𝜁)𝑎 :

i�̇�(𝜁)𝑎 =exp (+i𝐸(𝜁)
𝑎 𝑡)𝑢(𝜁)†𝑎 𝒱

×
∑︁
𝜁 ′=±1

[︁
𝑎
(𝜁 ′)
𝑏 𝑢

(𝜁 ′)
𝑏 exp (−i𝐸

(𝜁 ′)
𝑏 𝑡) + 𝑏

(𝜁 ′)
𝑏 𝑣

(𝜁 ′)
𝑏 exp (+i𝐸

(𝜁 ′)
𝑏 𝑡)

]︁
,

i�̇�(𝜁)𝑎 =exp (−i𝐸(𝜁)
𝑎 𝑡)𝑣(𝜁)†𝑎 𝒱

×
∑︁
𝜁 ′=±1

[︁
𝑎
(𝜁 ′)
𝑏 𝑢

(𝜁 ′)
𝑏 exp (−i𝐸

(𝜁 ′)
𝑏 𝑡)𝑏

(𝜁 ′)
𝑏 𝑣

(𝜁 ′)
𝑏 exp (+i𝐸

(𝜁 ′)
𝑏 𝑡)

]︁
, (1.52)

которые должны быть дополнены начальными условиями (1.32), соответствую

щими начальной волновой функции 𝜈(0)T𝛽 = (1/2)(1,−1,−1, 1) (см. выше).

С помощью очевидных тождеств ⟨𝑢±𝑎 |𝒱|𝑢±𝑏 ⟩ = ∓𝜇𝐵 и ⟨𝑢±𝑎 |𝒱|𝑣∓𝑏 ⟩ = 0, ко

торые следуют из формулы (1.51), можно преобразовать уравнение (1.52) к

форме,

i�̇�±𝑎 = ∓𝑎±𝑏 𝜇𝐵 exp [i(𝐸±
𝑎 − 𝐸±

𝑏 )𝑡]. (1.53)

Полученное выражение аналогично уравнению (1.33), выведенному в разд. 1.2.

Следует отметить, что обыкновенные дифференциальные уравнения для функ

ций 𝑎(𝜁)𝑎 и 𝑏(𝜁)𝑎 являются независимыми.

Используя результаты Приложения А можно записать решение уравне

ния (1.53) в виде:

𝑎±1 (𝑡) = 𝐹±𝑎±1 (0) +𝐺±𝑎±2 (0), 𝑎±2 (𝑡) = 𝐹±*𝑎±2 (0)−𝐺±*𝑎±1 (0), (1.54)

где

𝐹± =

[︂
cosΩ±𝑡− i

𝜔±

2Ω±
sinΩ±𝑡

]︂
exp (i𝜔±𝑡/2),

𝐺± =± i
𝜇𝐵

Ω±
sinΩ±𝑡 exp (i𝜔±𝑡/2), (1.55)

а

Ω± =
√︀
(𝜇𝐵)2 + (𝜔±/2)2, 𝜔± = 𝐸±

1 − 𝐸±
2 . (1.56)

Более подробная информация о выводе соотношений (1.54) -(1.56) из форму

лы (1.53) также представлена в работе [53].
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Используя формулу (1.47) и соотношения (1.52) -(1.56), а также тождество(︀
𝑣(𝜁) ⊗ 𝑣(𝜁)†

)︀
𝜈
(0)
𝛽 = 0 (см. формулу (1.51)) получаем волновые функции 𝜓𝑎,

𝑎 = 1, 2, в следующем виде:

𝜓1(𝑥, 𝑡) = exp (−i𝐸+
1 𝑡)
(︀
𝑢+ ⊗ 𝑢+†)︀ [𝐹+𝜓1(𝑥, 0) +𝐺+𝜓2(𝑥, 0)]

+ exp (−i𝐸−
1 𝑡)
(︀
𝑢− ⊗ 𝑢−†)︀ [𝐹−𝜓1(𝑥, 0) +𝐺−𝜓2(𝑥, 0)],

𝜓2(𝑥, 𝑡) = exp (−i𝐸+
2 𝑡)
(︀
𝑢+ ⊗ 𝑢+†)︀ [𝐹+*𝜓2(𝑥, 0)−𝐺+*𝜓1(𝑥, 0)]

+ exp (−i𝐸−
2 𝑡)
(︀
𝑢− ⊗ 𝑢−†)︀ [𝐹−*𝜓2(𝑥, 0)−𝐺−*𝜓1(𝑥, 0)], (1.57)

которые удовлетворяют выбранным начальным условием, поскольку𝐺±(0) = 0,

𝐹±(0) = 1 (см. формулу (1.55)) и [(𝑢+ ⊗ 𝑢+†) + (𝑢− ⊗ 𝑢−†)]𝜓𝑎(𝑥, 0) = 𝜓𝑎(𝑥, 0)

(см. формулу (1.51)).

Для изучения появления право-поляризованных нейтрино типа 𝛼 необхо

димо подействовать оператором 𝑃+ = (1+Σ1)/2, приведенным в формуле (1.43),

на конечную волновую функцию 𝜈𝛼(𝑥, 𝑡),

𝜈R𝛼 (𝑥, 𝑡) =
1

2
(1 + Σ1) [cos 𝜃𝜓𝑎(𝑥, 𝑡)− sin 𝜃𝜓𝑎(𝑥, 𝑡)] , (1.58)

где 𝜓𝑎(𝑥, 𝑡) приведено в формуле (1.57).

С помощью уравнений (1.3), (1.4), (1.57) и (1.58) получаем для право-поля

ризованной компоненты волновой функции 𝜈𝛼 следующее выражение:

𝜈R𝛼 (𝑥, 𝑡) =
1

2

{︀
sin 𝜃 cos 𝜃

[︀
𝑒−i𝒦1𝑡(𝑒i𝜇1𝐵𝑡𝐹+ − 𝑒−i𝜇1𝐵𝑡𝐹−)

− 𝑒−i𝒦2𝑡(𝑒i𝜇2𝐵𝑡𝐹+* − 𝑒−i𝜇2𝐵𝑡𝐹−*)
]︀

+ cos2 𝜃𝑒−i𝒦1𝑡(𝑒i𝜇1𝐵𝑡𝐺+ − 𝑒−i𝜇1𝐵𝑡𝐺−)

+ sin2 𝜃𝑒−i𝒦2𝑡(𝑒i𝜇2𝐵𝑡𝐺+* − 𝑒−i𝜇2𝐵𝑡𝐺−*)
}︀
𝑒i𝑘𝑥𝜈(0)R𝛼 , (1.59)

где
(︁
𝜈
(0)R
𝛼

)︁T
= (1/2)(1, 1, 1, 1) – нормировочный спинор соответствующий право-по-

ляризованному конечному состоянию нейтрино.

Наконец, принимая во внимание формулы (1.55) и (1.56) можно предста
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вить волновую функцию в формуле (1.59) в виде

𝜈R𝛼 (𝑥, 𝑡) =

{︂
sin 𝜃 cos 𝜃

1

2i

[︂
𝜔+

Ω+
sin(Ω+𝑡) exp (i�̄�𝐵𝑡)−

𝜔−

Ω−
sin(Ω−𝑡) exp (−i�̄�𝐵𝑡)

]︂
+ i𝜇𝐵

[︂
sin(Ω+𝑡)

Ω+
cos2 𝜃 − sin(Ω−𝑡)

Ω−
sin2 𝜃

]︂
cos(�̄�𝐵𝑡)

}︂
× exp (−i𝜎𝑡+ i𝑘𝑥)𝜈(0)R𝛼 , (1.60)

где Σ = (𝒦1+𝒦1)/2, а �̄� = (𝜇1+𝜇2)/2. Магнитные моменты 𝜇 и 𝜇𝑎 определены

в формуле (1.45).

Вероятность перехода для процесса 𝜈L𝛽 → 𝜈R𝛼 может быть получена непо

средственно из уравнений (1.59) или (1.60) как 𝑃𝜈L𝛽→𝜈R𝛼
(𝑡) = |𝜈R𝛼 (𝑥, 𝑡)|2. Необхо

димо отметить, что вероятность в зависит только от времени и не зависит от

пространственных координат. Этот факт следует из того, что начальная волно

вая функция была выбрана в виде плоской волны и магнитное поле считалось

пространственно однородным.

Применим теперь общее выражение для вероятности перехода (см. форму

лу (1.59) или (1.60)) для описания динамики нейтринных осцилляций в двух

частных случаях. Рассмотрим сначала ситуацию, когда 𝜇1,2 ≫ 𝜇, т.е. случай,

когда переходный магнитный момент мал по сравнению с диагональными маг

нитными моментами. Используя формулы (1.55) и (1.56) находим, что в этом

случае 𝐹± ≈ 1 и Ω± ≈ 𝜔±/2. Следовательно, уравнение (1.59) принимает вид:

𝜈R𝛼 (𝑥, 𝑡) ≈i

{︂
sin 𝜃 cos 𝜃

[︀
𝑒−i𝒦1𝑡 sin𝜇1𝐵𝑡− 𝑒−i𝒦2𝑡 sin𝜇2𝐵𝑡

]︀
+ cos 2𝜃

𝜇𝐵

2

(︂
𝑒−iΣ+𝑡

sinΔ+𝑡

Δ+
+ 𝑒−iΣ−𝑡

sinΔ−𝑡

Δ−

)︂}︂
𝑒i𝑘𝑥𝜈(0)R𝛼 , (1.61)

где

Σ± = 𝜎 ± �̄�𝐵, Δ± = Φ± 𝛿𝜇𝐵, 𝛿𝜇 =
𝜇1 − 𝜇2

2
, (1.62)

а фаза вакуумных осцилляций Φ определяется формулой (1.21). Соотноше

ние (1.61) было получено в статье [53] с использованием методов теории воз

мущений.
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В качестве другой иллюстрации полученных общих результатов исследуем

ситуацию, когда переходный магнитный момент имеет гораздо большую величи

ну, чем диагональные моменты, т.е. 𝜇≫ 𝜇1,2. В этом случае из уравнения (1.55)

следует, что 𝐹+ ≈ 𝐹− и 𝐺+ ≈ −𝐺−. Таким образом, из соотношения (1.60) по

лучаем выражение для волновой функции 𝜈R𝛼 ,

𝜈R𝛼 (𝑥, 𝑡) ≈ i exp (−i𝜎𝑡+ i𝑘𝑥) cos(2𝜃) sin(ΩB𝑡)
𝜇𝐵

ΩB
𝜈(0)R𝛼 , (1.63)

где

ΩB =
√︀

(𝜇𝐵)2 + Φ2. (1.64)

Вероятность перехода для процесса 𝜈L𝛽 → 𝜈R𝛼 дается формулой

𝑃𝜈L𝛽→𝜈R𝛼
(𝑡) = cos2(2𝜃)

(︂
𝜇𝐵

ΩB

)︂2

sin2(ΩB𝑡). (1.65)

Поведение системы в этом случае схематически проиллюстрировано на рис. 1.1.

Следует заметить, что аналог уравнения (1.65) был получен в работе [33], где

авторы изучали резонансную спин-флейворную прецессию дираковских и май

орановских нейтрино в веществе под действием внешнего магнитного поля в

рамках квантово-механического подхода.

Используя формулу (1.60) можно описать спин-флейворные осцилляции

дираковских нейтрино, обладающих произвольной матрицей магнитных момен

тов. Это новый результат, который был получен в рамках подхода, основанного

на релятивистской квантовой механике. Тем не менее данный результат согла

суется с общепринятым квантово-механическим описанием спин-флейворных

осцилляций. Согласованность этих двух методов описания нейтринных осцил

ляций будет продемонстрирована в разд. 1.4, где исследуется более общий слу

чай нейтрино, распространяющихся в веществе и внешнем магнитном поле.

Спин-флейворные осцилляции дираковских нейтрино с произвольными на

чальными условиями, не обязательно соответствующими ультрарелятивистским

частицам, были изучены в работе [53] с использованием методов теории возму

щений. Для эффективного применения методов теории возмущений необходи
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Рис. 1.1. Схематическое изображение эволюции системы в случае 𝜇≫ 𝜇1,2. Горизонтальные

линии на рисунке соответствуют различным нейтринным состояниям в моменты времени

𝑡 = 0 и 𝑡. Выражения рядом с стрелками соответствуют коэффициентам в формуле (1.63)

для волновой функции. Например, стрелки, начинающиеся из 𝜈L𝛽 (0) и заканчивающиеся в

𝜓L
1 (0) и 𝜓L

2 (0), обозначают преобразование с вакуумной матрицей смешивания при 𝑡 = 0.

Стрелка, начинающаяся из 𝜓L
1 (0) и заканчивающаяся в 𝜓R

2 (𝑡), обозначает эволюцию массовых

состояний и их спиральностей с течением времени. Амплитуда переходов 𝜓L
𝑎 (0) → 𝜓R

𝑏 (𝑡)

может быть описана формулой, 𝜓R
1,2(𝑡) = 𝐴L→R𝜓

L
2,1(0), где 𝐴L→R = i(𝜇𝐵/Ω) sinΩ𝑡.

мо считать, что переходные магнитные моменты являются малыми: 𝜇 ≪ 𝜇𝑎.

Можно вывести формулу (1.61), используя результаты работы [53] в пределе

𝑘 ≫ 𝑚𝑎.

1.4. Осцилляции дираковских нейтрино в веществе под

действием магнитного поля

В этом разделе, с помощью методов релятивистской квантовой механи

ки, будет исследован общий случай смешанных флейворных нейтрино распро

страняющихся в фоновом веществе и взаимодействующих с внешним электро

магнитным полем [56]. Сначала будет сформулирована начальная задача для

спин-флейворных осцилляций нейтрино. Затем будет выведен эффективный га

мильтониан, который описывает спин-флейворные осцилляции. Используя по

лученные результаты, будет продемонстрирована согласованность данного под

хода со стандартным квантовомеханическим описанием нейтринных осцилля

ций. Помимо этого будут получены поправки к стандартному эффективному

гамильтониану.
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Лагранжиан системы состоящей из двух смешанных флейворных нейтри

но 𝜈 = (𝜈𝛼, 𝜈𝛽) взаимодействующих с фоновым веществом и внешним электро

магнитным полем имеет вид,

ℒ =
∑︁
𝜆=𝛼,𝛽

𝜈𝜆i𝛾
𝜇𝜕𝜇𝜈𝜆 −

∑︁
𝜆𝜆′=𝛼,𝛽

𝜈𝜆

(︂
𝑚𝜆𝜆′ + 𝛾L𝜇𝑓

𝜇
𝜆𝜆′ +

1

2
𝑀𝜆𝜆′𝜎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈

)︂
𝜈𝜆′, (1.66)

где массовая матрица (𝑚𝜆𝜆′), а также матрицы взаимодействия с веществом

(𝑓𝜇𝜆𝜆′) и магнитных моментов (𝑀𝜆𝜆′) определены в разд. 1.1, 1.2 и 1.3 соответ

ственно.

В дальнейшем будет рассматриваться взаимодействие нейтрино с веще

ством в рамках СМ, которое соответствует диагональной матрице 𝑓𝜇𝜆𝜆′ = 𝛿𝜆𝜆′𝑓𝜇𝜆 .

Кроме того, будем изучать неподвижное и неполяризованное вещество. В этом

случае только временная компонента 4-вектора 𝑓𝜇𝜆 отлична от нуля. Явный вид

этой компоненты 𝑓𝜆 ≡ 𝑓 0𝜆 для фонового вещества состоящего из электронов,

протонов и нейтронов дается в формуле (1.36).

Выберем конфигурацию электромагнитного поля 𝐹𝜇𝜈 = (E,B) в форму

ле (1.66) в той же форме, что и в разд. 1.3. А именно, предположим, что элек

трическое поле отсутствует E = 0, а магнитное поле постоянно и направлено

вдоль оси 𝑧: B = (0, 0, 𝐵).

Для того, чтобы исследовать эволюцию флейворных нейтрино во време

ни необходимо дополнить лагранжиан (1.66) начальным условием. Выберем на

чальные волновые функции в той же форме, что и в разд. 1.3, т.е. предположим,

что 𝜈𝛼(r, 0) = 0, а 𝜈𝛽(r, 0) = 𝑒i𝑘𝑥𝜈
(0)
𝛽 , где спинорная 𝜈(0)𝛽 соответствует либо лево-

либо право-поляризованному нейтрино. Явный вид 𝜈(0)𝛽 может быть определен

с помощью операторов 𝑃± в формуле (1.43). Данный выбор начальных условий

означает, что изначально имеется пучок нейтрино во флейворном состоянии 𝛽 с

определенной поляризацией распространяющихся вдоль оси 𝑥. Если изучается

возможность появления нейтрино в состоянии 𝛼 с противоположной поляри

зацией, то это будет соответствовать ситуации спин-флейворных осцилляций

нейтрино в веществе под действием поперечного магнитного поля: 𝜈L,R𝛽 ↔ 𝜈R,L𝛼 .
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Затем необходимо ввести массовые состояния нейтрино 𝜓𝑎 с помощью со

отношений (1.3) и (1.4), так чтобы диагонализовать массовую матрицу (𝑚𝜆𝜆′)

в формуле (1.66). Предполагается, что данные массовые состояния являются

дираковскими фермионами. Используя массовые состояния, функция Лагран

жа (1.66) принимает форму,

ℒ =
∑︁
𝑎=1,2

𝜓𝑎(i𝛾
𝜇𝜕𝜇 −𝑚𝑎)𝜓𝑎 −

∑︁
𝑎𝑏=1,2

𝜓𝑎

(︂
𝑔𝜇𝑎𝑏𝛾

L
𝜇 +

1

2
𝜇𝑎𝑏𝜎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈

)︂
𝜓𝑏, (1.67)

где (𝑔𝜇𝑎𝑏) и (𝜇𝑎𝑏) – матрицы взаимодействия нейтрино с веществом и магнит

ных моментов нейтрино выраженные в массовом базисе, которые определены

в формулах (1.25) и (1.45). Напомним, что в случае неподвижного и неполяри

зованного фонового вещества матрица (𝑔𝜇𝑎𝑏) имеет только временную компонен

ту (1.27).

Основываясь на лагранжиане записанном через массовые состояния (1.67),

получаем соответствующее волновые уравнения, которые имеют следующий

вид:

i�̇�𝑎 =ℋ𝑎𝜓𝑎 + 𝒱𝜓𝑏, 𝑎 = 1, 2, 𝑎 ̸= 𝑏,

ℋ𝑎 =(𝛼p) + 𝛽𝑚𝑎 − 𝜇𝑎𝛽Σ3𝐵 + 𝑔𝑎(1− 𝛾5)/2,

𝒱 =− 𝜇𝛽Σ3𝐵 + 𝑔(1− 𝛾5)/2. (1.68)

Следует отметить, что невозможно решить полную систему волновых уравне

ний (1.68) из-за присутствия недиагонального потенциала 𝒱 , который смеши

вает различные массовые состояния (см. также разд. 1.2 и 1.3). Тем не менее

можно найти точное решение волнового уравнения i�̇�𝑎 = ℋ𝑎𝜓𝑎 для одного мас

сового состояния 𝜓𝑎, которое точно учитывает влияние внешних полей 𝑔𝑎 и

𝜇𝑎𝐵. Вклад смешивающего потенциала 𝒱 может быть учтен с помощью теории

возмущений. При этом ряд теории возмущений будет просуммирован точно.
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Будем искать решение уравнения (1.68) в следующем виде [56]:

𝜓𝑎(r, 𝑡) =𝑒
−i𝑔𝑎𝑡/2

∫︁
d3p

(2𝜋)3/2
𝑒ipr

×
∑︁
𝜁=±1

[︁
𝑎(𝜁)𝑎 (𝑡)𝑢(𝜁)𝑎 exp (−i𝐸(𝜁)

𝑎 𝑡) + 𝑏(𝜁)𝑎 (𝑡)𝑣(𝜁)𝑎 exp (i𝐸(𝜁)
𝑎 𝑡)

]︁
, (1.69)

где энергетические уровни, которые были найдены в работе [54], имеют вид,

𝐸(𝜁)
𝑎 =

√︀
ℳ2

𝑎 +𝑚2
𝑎 + 𝑝2 − 2𝜁𝑅2

𝑎, ℳ𝑎 =
√︀

(𝜇𝑎𝐵)2 + 𝑔2𝑎/4, (1.70)

где 𝑅2
𝑎 =

√︀
𝑝2ℳ2

𝑎 + (𝜇𝑎𝐵)2𝑚2
𝑎.

Базисные спиноры в формуле (1.69) можно найти в пределе малой массы

нейтрино [54],

𝑢(𝜁)𝑎 =
1

2
√︀

2ℳ𝑎(ℳ𝑎 − 𝜁𝑔𝑎/2)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜇𝑎𝐵 + 𝜁ℳ𝑎 − 𝑔𝑎/2

𝜇𝑎𝐵 − 𝜁ℳ𝑎 + 𝑔𝑎/2

𝜇𝑎𝐵 − 𝜁ℳ𝑎 + 𝑔𝑎/2

𝜇𝑎𝐵 + 𝜁ℳ𝑎 − 𝑔𝑎/2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝑣(𝜁)𝑎 =
1

2
√︀

2ℳ𝑎(ℳ𝑎 + 𝜁𝑔𝑎/2)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ℳ𝑎 − 𝜁[𝜇𝑎𝐵 − 𝑔𝑎/2]

ℳ𝑎 + 𝜁[𝜇𝑎𝐵 + 𝑔𝑎/2]

−ℳ𝑎 − 𝜁[𝜇𝑎𝐵 + 𝑔𝑎/2]

−ℳ𝑎 + 𝜁[𝜇𝑎𝐵 − 𝑔𝑎/2]

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (1.71)

Следует отметить, что дискретное квантовое число 𝜁 = ±1 в формулах (1.69)

-(1.71) не равно спиральности квантовых состояний.

Теперь нашей целью будет нахождение зависящих от времени коэффици

ентов 𝑎(𝜁)𝑎 (𝑡) и 𝑏(𝜁)𝑎 (𝑡). Основываясь на общем решении (1.69) волнового уравне

ния (1.68), получаем обыкновенные дифференциальное уравнения для данных

функций, которые формально совпадают с уравнением (1.31). Однако смеши

вающий потенциал 𝒱 теперь определен в соотношении (1.68). Для того, чтобы

получить модифицированное уравнение (1.31) снова воспользуемся ортонорми

рованностью базисных спиноров (1.71). Начальное условие для функций 𝑎(𝜁)𝑎 (𝑡)
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и 𝑏(𝜁)𝑎 (𝑡) также совпадает с условием в формуле (1.32), где 𝜈(0)𝛽 – спинор соответ

ствующий определенной спиральности.

Принимая во внимание тот факт, что ⟨𝑢(𝜁)𝑎 |𝒱|𝑣(𝜁
′)

𝑏 ⟩ = 0, получаем, что урав

нения для 𝑎
(𝜁)
𝑎 (𝑡) и 𝑏

(𝜁)
𝑎 (𝑡) становятся независимыми, т.е. взаимодействие 𝒱 не

смешивает состояния с положительной и отрицательной энергией. В дальней

шем будем рассматривать эволюцию только 𝑎(𝜁)𝑎 (𝑡) поскольку динамика 𝑏(𝜁)𝑎 (𝑡)

исследуется аналогично.

Перепишем модифицированное уравнение (1.31) в более привычной га

мильтоновой форме. Для этого введем «волновую функцию» Ψ
′T = (𝑎−1 , 𝑎

−
2 , 𝑎

+
1 , 𝑎

+
2 ).

Непосредственно из модифицированного уравнения (1.31) для функции 𝑎(𝜁)𝑎 (𝑡)

получаем уравнение для Ψ′,

i
dΨ′

d𝑡
= 𝐻 ′Ψ′, 𝐻 ′ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 ℎ−𝑒

i𝜔−𝑡 0 𝐻−𝑒
iΩ−𝑡

ℎ−𝑒
−i𝜔−𝑡 0 𝐻+𝑒

−iΩ+𝑡 0

0 𝐻+𝑒
iΩ+𝑡 0 ℎ+𝑒

i𝜔+𝑡

𝐻−𝑒
−iΩ−𝑡 0 ℎ+𝑒

−i𝜔+𝑡 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (1.72)

где

ℎ∓ =⟨𝑢∓𝑎 |𝒱|𝑢∓𝑏 ⟩ =
1

8
√︀

ℳ𝑎ℳ𝑏(ℳ𝑎 ± 𝑔𝑎/2)(ℳ𝑏 ± 𝑔𝑏/2)

× [2𝜇𝐵(𝑔𝑎𝜇𝑏𝐵 + 𝑔𝑏𝜇𝑎𝐵)± 4𝜇𝐵(𝜇𝑎𝐵ℳ𝑏 + 𝜇𝑏𝐵ℳ𝑎)

± 2𝑔(𝑔𝑎ℳ𝑏 + 𝑔𝑏ℳ𝑎) + 4𝑔ℳ𝑎ℳ𝑏 + 𝑔𝑔𝑎𝑔𝑏], 𝑎 ̸= 𝑏,

𝐻∓ =⟨𝑢∓1 |𝒱|𝑢±2 ⟩ = ⟨𝑢±2 |𝒱|𝑢∓1 ⟩ =
1

8
√︀
ℳ1ℳ2(ℳ1 ± 𝑔1/2)(ℳ2 ∓ 𝑔2/2)

× [2𝜇𝐵(𝑔1𝜇2𝐵 + 𝑔2𝜇1𝐵)∓ 4𝜇𝐵(𝜇1𝐵ℳ2 − 𝜇2𝐵ℳ1)

∓ 2𝑔(𝑔1ℳ2 − 𝑔2ℳ1)− 4𝑔ℳ1ℳ2 + 𝑔𝑔1𝑔2], (1.73)

а также 𝜔∓ = 𝐸∓
1 − 𝐸∓

2 + (𝑔1 − 𝑔2)/2 и Ω∓ = 𝐸∓
1 − 𝐸±

2 + (𝑔1 − 𝑔2)/2.

Для того, чтобы исключить явную зависимость от времени эффективного

гамильтониана 𝐻 ′, вместо Ψ′ рассмотрим преобразованную «волновую функ
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цию» Ψ определяемую соотношением,

Ψ′ = 𝒰Ψ, 𝒰 = diag
{︁
𝑒i(Ω+𝜔−)𝑡/2, 𝑒i(Ω−𝜔−)𝑡/2, 𝑒−i(Ω−𝜔+)𝑡/2, 𝑒−i(Ω+𝜔+)𝑡/2

}︁
, (1.74)

где Ω = (Ω− − Ω+)/2. Учитывая свойство 𝜔+ + 𝜔− = Ω+ + Ω−, приходим к

новому уравнению Шредингера для «волновой функции» Ψ,

i
dΨ

d𝑡
=𝐻Ψ, 𝐻 = 𝒰 †𝐻 ′𝒰 − i𝒰 †�̇� (1.75)

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
(Ω + 𝜔−)/2 ℎ− 0 𝐻−

ℎ− (Ω− 𝜔−)/2 𝐻+ 0

0 𝐻+ −(Ω− 𝜔+)/2 ℎ+

𝐻− 0 ℎ+ −(Ω + 𝜔+)/2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Несмотря на то, что изначально использовалась теория возмущений для учета

влияния потенциала 𝒱 на динамику системы (1.68), вклад этого потенциала

точно учитывается в уравнении (1.75). Это означает, что данный метод эквива

лентен суммированию всех слагаемых в ряде теории возмущений.

Как уже было упомянуто выше, квантовое число 𝜁 не соответствуют опре

деленной спиральности собственного состояния. Таким образом, начальное усло

вие, которым следует дополнить уравнение (1.75), должно быть получено из со

отношений (1.32) и (1.71). Кроме того, оно также зависит от канала нейтринных

осцилляций. Например, если речь идет об осцилляциях нейтрино типа 𝜈L𝛽 → 𝜈R𝛼 ,

то соответствующее начальное условие для «волновой функции» Ψ(0) = Ψ0

имеет вид,

ΨT
0 =

(︂
− sin 𝜃

√︃
ℳ1 + 𝑔1/2

2ℳ1
,− cos 𝜃

√︃
ℳ2 + 𝑔2/2

2ℳ2
,

sin 𝜃

√︃
ℳ1 − 𝑔1/2

2ℳ1
, cos 𝜃

√︃
ℳ2 − 𝑔2/2

2ℳ2

)︂
. (1.76)

Предположим, что найдено решение системы (1.75) и (1.76) в форме, ΨT(𝑡) =

(𝜓1, 𝜓2, 𝜓3, 𝜓4). Тогда вероятность перехода для канала осцилляций 𝜈L𝛽 → 𝜈R𝛼
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может быть найдена в виде,

𝑃𝜈L𝛽→𝜈R𝛼
(𝑡) =

1

2

{︃
𝜇1𝐵 cos 𝜃√

ℳ1

[︃
𝜓1(𝑡)√︀

ℳ1 + 𝑔1/2
+

𝜓3(𝑡)√︀
ℳ1 − 𝑔1/2

]︃

− 𝜇2𝐵 sin 𝜃√
ℳ2

[︃
𝜓2(𝑡)√︀

ℳ2 + 𝑔2/2
+

𝜓4(𝑡)√︀
ℳ2 − 𝑔2/2

]︃}︃2

. (1.77)

При выводе формулы (1.77) используется тот факт, что изначально имеются

довольно широкие пространственные волновые пакеты, что соответствует на

чальным условием 𝜈𝛽(r, 0) = 𝑒i𝑘𝑥𝜈
(0)L
𝛽 (см. соотношение (1.18)).

Теперь продемонстрируем согласованность результатов подхода основан

ного на релятивистской квантовой механике для описания спин-флейворных

осцилляций нейтрино (см. формулы (1.75)-(1.77), которые выглядят совершен

но новыми) со стандартным квантовомеханическим метод разработанный в ста

тье [33]. Напомним, что следующий эффективный гамильтониан:

𝐻 ′
𝑄𝑀 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Φ + 𝑔1 𝑔 −𝜇1𝐵 −𝜇𝐵

𝑔 −Φ + 𝑔2 −𝜇𝐵 −𝜇2𝐵

−𝜇1𝐵 −𝜇𝐵 Φ 0

−𝜇𝐵 −𝜇2𝐵 0 −Φ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (1.78)

был предложен в работе [33], чтобы описания эволюции массовых состояний

нейтрино в веществе под действием внешнего магнитного поля.

Эффективный гамильтониан 𝐻 ′
𝑄𝑀 действует в фоковском пространстве

с базисными функциями соответствующими спиральным состояниям массовых

нейтрино. Как уже упоминалось выше, оператор спиральности (Σp)/|p| не ком

мутирует с гамильтонианом ℋ𝑎 в уравнении (1.68). Следовательно выбор спи

ральных собственных состояний в качестве базисных функций оправдан толь

ко в случае относительно слабого внешнего магнитного поля (см. детальное

обсуждение в работе [56]) либо в случае малых диагональных магнитных мо

ментов [55]. В разработанном подходе, используются базисные спиноры (1.71),

которые являются собственными функциями гамильтониана ℋ𝑎. Следователь

но в них точно учитывается взаимодействие с веществом и внешним магнитным
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полем. Таким образом использование данных спиноров в качестве базисных

функций для описания спин-флейворных осцилляций являются более предпо

чтительным.

Было получено, что в рамках подхода основанного на релятивистской кван

товой механике для описания эволюции системы нейтрино следует использо

вать уравнение Шредингера с эффективным гамильтонианом (1.75). Полагая,

что нейтрино являются ультрарелятивистскими частицами, представим уровни

энергии (1.70) в виде,

𝐸(𝜁)
𝑎 = 𝑘 +

𝑔𝑎
2
− 𝜁ℳ𝑎 +

𝑚2
𝑎

2𝑘
+ 𝜁

𝑚2
𝑎𝑔

2
𝑎

8𝑘2ℳ𝑎
+ · · · . (1.79)

В формуле (1.79) сохранено слагаемое ∼ 𝑚2
𝑎/𝑘

2 для того, чтобы была возмож

ность изучить поправку к стандартному квантовомеханическому подходу.

Преобразуем эффективный гамильтониан𝐻 в уравнении (1.75) с помощью

ортогональной матрицы ℛ (ℛTℛ = 𝐼) следующего вида:

ℛ = (1.80)⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−
√︀
ℳ1 + 𝑔1/2√

2ℳ1

0
𝜇1𝐵√︀

2ℳ1(ℳ1 + 𝑔1/2)
0

0 −
√︀
ℳ2 + 𝑔2/2√

2ℳ2

0
𝜇2𝐵√︀

2ℳ2(ℳ2 + 𝑔2/2)√︀
ℳ1 − 𝑔1/2√

2ℳ1

0
𝜇1𝐵√︀

2ℳ1(ℳ1 − 𝑔1/2)
0

0

√︀
ℳ2 − 𝑔2/2√

2ℳ2

0
𝜇2𝐵√︀

2ℳ2(ℳ2 − 𝑔2/2)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

При этом гамильтониан 𝐻 переходит в ℛT𝐻ℛ ≈ 𝐻𝑄𝑀 + 𝛿𝐻, где

𝐻𝑄𝑀 = (1.81)⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Φ + 3𝑔1/4− 𝑔2/4 𝑔 −𝜇1𝐵 −𝜇𝐵

𝑔 −Φ + 3𝑔2/4− 𝑔1/4 −𝜇𝐵 −𝜇2𝐵

−𝜇1𝐵 −𝜇𝐵 Φ− (𝑔1 + 𝑔2)/4 0

−𝜇𝐵 −𝜇2𝐵 0 −Φ− (𝑔1 + 𝑔2)/4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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а

𝛿𝐻 =
1

16𝑘2
diag

(︂
−𝑚2

1

𝑔31
ℳ2

1

,−𝑚2
2

𝑔32
ℳ2

2

,𝑚2
1

𝑔31
ℳ2

1

,𝑚2
2

𝑔32
ℳ2

2

)︂
, (1.82)

является поправкой к стандартному эффективному квантовомеханическому га

мильтониану. Следует отметить, что матрица преобразования ℛ в формуле (1.80)

зависит от напряженности магнитного поля и от плотности вещества.

Эффективный гамильтониан 𝐻𝑄𝑀 эквивалентен 𝐻 ′
𝑄𝑀 в формуле (1.78),

поскольку 𝐻𝑄𝑀 = 𝐻 ′
𝑄𝑀 − tr(𝐻 ′

𝑄𝑀)/4 · 𝐼, где 𝐼 – единичная матрица размером

4 × 4. Известно, что слагаемые в гамильтониане пропорциональные единич

ной матрице не меняют динамики системы. Таким образом, подход основанный

на релятивистской квантовой механике эквивалентен стандартному описанию

спин-флейворных осцилляций нейтрино разработанному в статье [33].

Обсудим теперь поправку 𝛿𝐻 к квантовомеханическому методу в форму

ле (1.82). Данная поправка является результатом того, что используются точ

ные уровни энергии для нейтрино, движущегося в плотном веществе и взаи

модействующего с сильным магнитным полем. Заметим, что в формуле (1.82)

удерживаются поправки ∼ 𝑚2
𝑎/𝑘

2 только к диагональным элементам эффектив

ного гамильтониана (1.81). Небольшие изменения недиагональных элементов

гамильтониана приводят к несущественным изменениям вероятности перехода.

А небольшие добавки к диагональным элементам могут спровоцировать резо

нансное усиление осцилляций нейтрино.

Напомним, что выражения для базисных спиноров (1.71) были получены

в приближении малых масс нейтрино, тогда как в соотношении (1.79) выраже

ние для энергии разложено вплоть до членов ∼ 𝑚2
𝑎/𝑘

2. Если учесть поправки

∼ 𝑚2
𝑎/𝑘

2 к базисным спинорам (1.71), можно ожидать, что некоторые недиа

гональные элементы в эффективном гамильтониане 𝐻 (1.75) также получат

вклады ∼ 𝑚2
𝑎/𝑘

2: ℎ± → ℎ± + 𝛿ℎ± и 𝐻± → 𝐻± + 𝛿𝐻±. Тем не менее, используя

явный вид эффективного гамильтониана 𝐻 (1.75) и матрицы ℛ (1.80) полу

чаем, что подобные дополнительные вклады в диагональные элементы в фор
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муле (1.82) равны нулю. Обоснованность приближений сделанных при выводе

поправки (1.82) проанализирована в Приложении Б.

1.5. Спин-флейворные осцилляции дираковских нейтрино

в намагниченной оболочке после взрыва сверхновой

В данном разделе изучается применение общего формализма для описания

спин-флейворных осцилляций нейтрино, разработанного в разд. 1.4, для описа

ния нейтрино распространяющейся в расширяющейся оболочки, образовавшей

ся после взрыва СН [55]. Будет найдено точное решение уравнения Шредингера

с эффективным гамильтонианом (1.81) для случая фонового вещества, пред

ставленного в расширяющейся оболочке в СН, под действием магнитного поля.

Также будет проанализирована возможность усиления осцилляций нейтрино.

Для описания динамики спин-флейворных осцилляций нейтрино необходи

мо решить уравнение эволюции с гамильтонианом в формуле (1.81). Эта пробле

ма, в свою очередь, требует решения секулярного уравнения, которое является

алгебраическим уравнением четвертого порядка, для нахождения собственных

значений эффективного гамильтониана. В принципе, можно выразить реше

ние такого уравнения в радикалах, однако его фактическая форма оказывается

весьма громоздкой для произвольных параметров.

Если, однако, рассмотреть случай нейтрино, распространяющихся в элек

трически нейтральным изоскалярном веществе, т.е. если считать что 𝑛𝑒 = 𝑛𝑝

и 𝑛𝑝 = 𝑛𝑛, можно найти решение в явном виде. Как будет продемонстри

ровано ниже, оно соответствует реальной физической ситуации. Как можно

заключить из соотношения (1.36) для случая канала осцилляций 𝜈L𝑒 → 𝜈R𝜇 ,

в рассматриваемом веществе имеются следующие эффективные потенциалы

𝑓𝛼 ≡ 𝑓𝜇 = 𝑉𝜇 = −𝐺F𝑛/
√
2 и 𝑓𝛽 ≡ 𝑓𝑒 = 𝑉𝑒 = 𝐺F𝑛/

√
2, где 𝑛 ≡ 𝑛𝑒 = 𝑛𝑝 = 𝑛𝑛.

Используя формулу (1.37) получаем, что 𝑔1 = −𝑔2 = 𝑔0, где 𝑔0 = −𝑉 cos 2𝜃,

𝑔 = 𝑉 sin 2𝜃, и 𝑉 = 𝐺F𝑛/
√
2.
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Отметим, что фоновое вещество с рассматриваемыми характеристиками

вполне может существовать в определенных астрофизических средах. Распре

деление вещества в звезде непосредственно перед взрывом СН не является хо

рошо изученным вопросом. Более того, модели соответствующие различным

профилям вещества представлены в литературе (см., например, обзор [150]).

Тем не менее, электрически нейтральное изоскалярное вещество вполне может

присутствовать во внутренних частях подобной звезды, состоящих из элемен

тов тяжелее водорода. Действительно, например, в модели W02Z в работе [150]

предсказывается, что в звезде с массой 15𝑀⊙ имеется 𝑌𝑒 = 𝑛𝑒/(𝑛𝑝+𝑛𝑛) = 0.5 в

слое O+Ne+Mg, который расположен между слоями Si+O и He, на расстоянии

(0.007− 0.2)𝑅⊙ от центра звезды.

Рассмотрим также модель нейтринных магнитных моментов, в которой

недиагональные элементы матрицы магнитных моментов (1.45) намного боль

ше, чем диагональные магнитные моменты. Подобная матрица магнитных мо

ментов ранее обсуждалась в наших работах [53–55] (см. также разд. 1.3). Сле

дует отметить, что в случае пренебрежимо малых диагональных магнитных

моментов оператор спиральности (1.43) коммутирует с гамильтонианом ℋ𝑎 в

формуле (1.68) и, следовательно, эффективный гамильтониан (1.81) действует в

базисе из собственных векторов оператора спиральности. Другими словами, ис

пользование эффективного гамильтониана (1.78) предложенного в стандартном

квантовомеханическом подходе [33] является обоснованным в рассматриваемой

ситуации.

Для нейтрино, имеющих выбранные магнитные моменты и распространяю

щихся в изоскалярном веществе, вместо (1.81) можно использовать следующий
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эффективной гамильтониан:

𝐻𝑄𝑀 →

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Φ + 𝑔0 𝑔 0 −𝜇𝐵

𝑔 −(Φ + 𝑔0) −𝜇𝐵 0

0 −𝜇𝐵 Φ 0

−𝜇𝐵 0 0 −Φ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (1.83)

Необходимо найти стационарные решения уравнения Шредингера с подобным

гамильтонианом. Прямой расчет показывает, что данное решение имеет вид:

Ψ(𝑡) =
∑︁
𝜁=±1

[︁ (︁
𝑈𝜁 ⊗ 𝑈 †

𝜁

)︁
exp (−iℰ𝜁𝑡) +

(︁
𝑉𝜁 ⊗ 𝑉 †

𝜁

)︁
exp (iℰ𝜁𝑡)

]︁
Ψ0, (1.84)

где введено обозначение

ℰ± =
1

2

√︀
2𝑉 2 + 4(𝜇𝐵)2 + 4Φ2 − 4Φ𝑉 cos 2𝜃 ± 2𝑉 𝑅,

𝑅 =
√︀

(𝑉 − 2Φ cos 2𝜃)2 + 4(𝜇𝐵)2. (1.85)

Векторы 𝑈± и 𝑉± являются собственными векторами соответствующими соб

ственным значениям энергии ℰ± и −ℰ±, соответственно. В явном виде они име

ют форму (при 𝜁 = ±):

𝑈𝜁 =
1

𝑁𝜁

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑍𝜁

sin 2𝜃(ℰ𝜁 − Φ)

−𝜇𝐵 sin 2𝜃

−𝜇𝐵𝑍𝜁/(ℰ𝜁 + Φ)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑉𝜁 =
1

𝑁𝜁

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
− sin 2𝜃(ℰ𝜁 − Φ)

𝑍𝜁

𝜇𝐵𝑍𝜁/(ℰ𝜁 + Φ)

−𝜇𝐵 sin 2𝜃

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (1.86)

где

𝑍𝜁 =
𝑉 + 𝜁𝑅

2
− ℰ𝜁 cos 2𝜃,

𝑁 2
𝜁 =𝑍2

𝜁

[︂
1 +

(𝜇𝐵)2

(ℰ𝜁 + Φ)2

]︂
+ sin2(2𝜃)

[︀
(𝜇𝐵)2 + (ℰ𝜁 − Φ)2

]︀
. (1.87)

Следует отметить, что соотношение (1.84) является общим решением уравнения

эволюции с эффективным гамильтонианом (1.83), удовлетворяющим начально

му условию Ψ(0) = Ψ0.
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Следует отметить, что решение (1.84)-(1.87) было получено при некото

рых предположениях о внешних полях, таких как изоскалярность вещества и

его постоянная плотность, а также постоянство магнитного поля. В разд. 1.4

было показано, что использованный метод эквивалентен квантовомеханическо

му описанию осцилляций нейтрино [33], который может быть использован для

более общего случая внешних полей зависящих от координат. Тем не менее,

предположение о постоянстве плотности вещества и магнитного поля является

справедливым для некоторых астрофизических сред, таких как ударная волна

распространяющихся внутри расширяющейся оболочки после взрыва СН.

Наряду с соотношениями (1.2)-(1.4), а также используя (1.18) с началь

ным спинором 𝜈
(0)
𝛽 соответствующим левополяризованному нейтрино (1.43), вы

берем начальную волновую функцию Ψ(0) ≡ Ψ0 в уравнении (1.84) в виде

ΨT
0 = (𝜓L

1 , 𝜓
L
2 , 𝜓

R
1 , 𝜓

R
2 ) = (sin 𝜃, cos 𝜃, 0, 0). С помощью формул (1.84)-(1.87) мож

но найти компоненты квантовомеханической волновой функции, соответствую

щей правополяризованным нейтрино, которые имеют вид:

𝜓R
1 (𝑡) =

𝜇𝐵

𝑁 2
+

{︂
cos 𝜃

[︂
𝑒iℰ+𝑡

𝑍2
+

ℰ+ + Φ
− sin2(2𝜃)(ℰ+ − Φ)𝑒−iℰ+𝑡

]︂
− sin 𝜃 sin 2𝜃𝑍+

[︂
𝑒−iℰ+𝑡 + 𝑒iℰ+𝑡

ℰ+ − Φ

ℰ+ + Φ

]︂}︂
+ {+ → − },

𝜓R
2 (𝑡) =

𝜇𝐵

𝑁 2
+

{︂
sin 𝜃

[︂
sin2(2𝜃)(ℰ+ − Φ)𝑒iℰ+𝑡 − 𝑒−iℰ+𝑡 𝑍2

+

ℰ+ + Φ

]︂
− cos 𝜃 sin 2𝜃𝑍+

[︂
𝑒iℰ+𝑡 + 𝑒−iℰ+𝑡ℰ+ − Φ

ℰ+ + Φ

]︂}︂
+ {+ → − }, (1.88)

где посредством {+ → − } обозначены слагаемые, аналогичные предшествую

щим, в которых величины с нижним индексом + заменены на соответствующие

выражения с нижним индексом −. Волновая функция правых нейтрино флей

вора 𝛼, 𝜈R𝛼 , может быть записана с помощью формул (1.2)-(1.4), и (1.88) в виде

𝜈R𝛼 (𝑡) = cos 𝜃𝜓R
1 (𝑡)− sin 𝜃𝜓R

2 (𝑡).

Вероятность перехода для процесса 𝜈L𝛽 → 𝜈R𝛼 получается возведением в

квадрат модуля квантомеханической волновой функции 𝜈R𝛼 . В результате полу
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чаем

𝑃𝜈L𝛽→𝜈R𝛼
(𝑡) =

⃒⃒
𝜈R𝛼
⃒⃒2
= [𝐶+ cos(ℰ+𝑡) + 𝐶− cos(ℰ−𝑡)]2

+ [𝑆+ sin(ℰ+𝑡) + 𝑆− sin(ℰ−𝑡)]2, (1.89)

где (𝜁 = ±)

𝐶𝜁 =
𝜇𝐵

𝑁 2
𝜁

{︃
𝑍2
𝜁

ℰ𝜁 + Φ
− sin2(2𝜃)(ℰ𝜁 − Φ)

}︃
,

𝑆𝜁 =
𝜇𝐵

𝑁 2
𝜁

{︂
sin2(2𝜃)

2Φ𝑍𝜁

ℰ𝜁 + Φ
+ cos 2𝜃

[︃
𝑍2
𝜁

ℰ𝜁 + Φ
+ sin2(2𝜃)(ℰ𝜁 − Φ)

]︃}︂
. (1.90)

В качестве проверки справедливости полученного результата, можно найти из

формулы (1.90), что 𝐶++𝐶− = 0. Данный результат необходим для выполнения

𝑃 (0) = 0.

В дальнейшем ограничимся рассмотрением случая, когда ℰ+ ≈ ℰ−, что

соответствует ситуации, когда влияние взаимодействия нейтрино с веществом

(𝑉 ) мало по сравнению с магнитным взаимодействием (𝜇𝐵) или вакуумный

вкладом (Φ) или обоими (см. формулу (1.85)). В этом случае можно проана

лизировать точную вероятность перехода (1.89) аналитически. В более общей

ситуации подобное исследование было бы невозможным.

В случае, когда ℰ+ ≈ ℰ−, можно представить вероятность перехода в фор

муле (1.89) в следующим виде:

𝑃 (𝑡) = 𝑃0(𝑡) + 𝑃𝑐(𝑡) cos(2Ω𝑡) + 𝑃𝑠(𝑡) sin(2Ω𝑡), (1.91)

где

𝑃0(𝑡) =
1

2

[︀
𝑆2
+ + 𝑆2

− + 2𝑆+𝑆− cos(2𝛿Ω𝑡)− 4𝐶+𝐶− sin2(𝛿Ω𝑡)
]︀
,

𝑃𝑐(𝑡) =− 1

2

[︀
(𝑆2

+ + 𝑆2
−) cos(2𝛿Ω𝑡) + 2𝑆+𝑆− − 4𝐶+𝐶− sin2(𝛿Ω𝑡)

]︀
,

𝑃𝑠(𝑡) =
1

2

(︀
𝑆2
+ − 𝑆2

−
)︀
sin(2𝛿Ω𝑡), (1.92)

и

Ω =
ℰ+ + ℰ−

2
, 𝛿Ω =

ℰ+ − ℰ−
2

. (1.93)
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Как можно заключить из этих выражений, вероятность перехода 𝑃 (𝑡) является

быстро осциллирующей функцией с частотой Ω. Верхней и нижней медленно

меняющимися огибающими являются функции 𝑃𝑢,𝑑 = 𝑃0 ±
√︀
𝑃 2
𝑐 + 𝑃 2

𝑠 , соответ

ственно.

Вероятности перехода при различных плотностях вещества 𝜌 и значения

магнитной энергии 𝜇𝐵, при фиксированной энергии нейтрино 𝐸 = 10MeV и

разности квадратов масс 𝛿𝑚2 = 8× 10−5 eV2, показаны на рис. 1.2-1.4.

Как видно на приведенных рисунках, при низкой плотности вещества оги

бающие функции дают, для каждой дистанции распространения пучка нейтри

но, диапазон возможных значений вероятности осцилляций нейтрино. При уве

личении плотности вещества вероятность осциллирует с меньшей частотой, де

лая огибающие функции менее пригодными для анализа физических ситуаций.

Можно найти максимальное значение верхней огибающей функции, кото

рое также является наибольшим значением вероятности перехода, в виде,

𝑃 (max)
𝑢 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝑆+ − 𝑆−)

2, если 𝐵 < 𝐵′,

𝐶+𝐶−(𝑆
2
+ − 𝑆2

−)
2

𝐶+𝐶−(𝑆2
+ + 𝑆2

−) + (𝐶+𝐶−)2 + (𝑆+𝑆−)2
, если 𝐵 > 𝐵′,

(1.94)

где значение 𝐵′ является решением трансцендентного алгебраического уравне

ния 𝐶+𝐶− = 𝑆+𝑆−. Максимальные значения усредненной вероятности перехода

𝑃0(𝑥) задаются следующим выражением:

𝑃
(max)
0 =

1

2
[(𝑆+𝑆−)

2 − 4𝐶+𝐶−], (1.95)

для произвольных значений 𝐵. Значения данных максимальных значений зави

сят от величины 𝜇𝐵. Эти зависимости приведены на рис. 1.2(d)-1.4(d). В случае

быстрых осцилляций, вместо максимальной вероятности следует рассматривать

усредненную вероятность перехода, которая также показана на данных рисун

ках.

Как видно из рис. 1.2(d)-1.4(d), при определенном соотношении между

потенциалом взаимодействия с веществом, характеризуемым плотностью веще
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Рис. 1.2. (a)-(c) вероятность перехода в зависимости от расстояния пройденного пучком

нейтрино в веществе с плотностью 𝜌 = 10 g·cm−3; (a) 𝜇𝐵 = 5×10−13 eV, (b) 𝜇𝐵 = 1.1×10−12 eV,

(c) 𝜇𝐵 = 5 × 10−12 eV. Принимается, что 𝐸𝜈 = 10MeV, 𝛿𝑚2 = 8 × 10−5 eV2 и 𝜃 = 0.6, что

довольно близко к параметрам осцилляций солнечных нейтрино. Черная кривая – функция

𝑃 (𝑥), синие и зеленые кривые – огибающие функции 𝑃𝑢,𝑑(𝑥), а красная кривая – усредненная

вероятность перехода 𝑃0(𝑥). (d) Зависимость максимальных значений функции 𝑃 (𝑥) и 𝑃0(𝑥),

синие и красные линии, соответственно, от магнитной энергии 𝜇𝐵 для выбранной плотности.
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Рис. 1.3. Так же, что и на рис. 1.2 для плотности 𝜌 = 50 g · cm−3; (a) 𝜇𝐵 = 3.5 × 10−13 eV,

(b) 𝜇𝐵 = 6.6× 10−13 eV, (c) 𝜇𝐵 = 5× 10−12 eV.
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Рис. 1.4. Так же, что и на рис. 1.2 для плотности 𝜌 = 100 g · cm−3; (a) 𝜇𝐵 = 4 × 10−13 eV,

(b) 𝜇𝐵 = 8× 10−13 eV, (c) 𝜇𝐵 = 5× 10−12 eV.
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ства 𝜌, и магнитным взаимодействием может наблюдаться усиление спин-флей

ворных осцилляций. В выполненном численном расчете данный эффект проис

ходит, когда 𝜇𝐵max = 1.1×10−12 eV для 𝜌 = 10 g·cm−3; при 𝜇𝐵max = 6.6×10−13 eV

для 𝜌 = 50 g · cm−3; и когда 𝜇𝐵max = 8 × 10−13 eV для 𝜌 = 100 g · cm−3. Для

данных величин 𝜇𝐵, как максимальные, так и средние значения вероятности

перехода становятся значительно больше, чем для любых других значений 𝜇𝐵.

Рис. 1.2(b)-1.4(b) соответствуют ситуации максимального усиления, в то время

как рис. 1.2(a)-1.4(a) и рис. 1.2(c)-1.4(c) иллюстрируют случаи магнитного поля

с напряженностью выше и ниже оптимальной 𝐵max.

Следует отметить, что увеличенная вероятность перехода достигается при

относительно умеренной напряженности магнитные поля. При больших значе

ниях 𝜇𝐵 максимальная вероятность перехода стремится к cos2(2𝜃). Действи

тельно, если 𝜇𝐵 ≫ max(Φ, 𝑉 ), то вероятность перехода можно записать в виде

𝑃 (𝑡) = cos2(2𝜃) sin2(𝜇𝐵𝑡); см. формулу (1.65). Как было найдено в работе [151],

спин-флейворные осцилляции нейтрино могут быть усилены в очень сильном

магнитном поле, причем вероятность перехода становится практически равной

единице. Данное явление может быть реализовано только для дираковских ней

трино с малыми недиагональными магнитными моментами и малый углом сме

шивания. Как можно видеть на рис. 1.2(d)-1.4(d), для больших недиагональных

магнитных моментов условие усиления осцилляций становится совершенно дру

гим.

Заметим, что при больших расстояниях распространения пучка нейтри

но, сравнимых с несколькими периодами колебаний огибающих функций, эф

фект усиления осцилляций будет значительно уменьшаться из-за необходимо

сти усреднения. В примерах, полученных на основе численного моделирования

и представленных на рис. 1.2-1.4 период изменения огибающей функции состав

ляет порядка 103 − 104 km, что является характерным пространственным мас

штабом ударной волны распространяющейся в веществе с той же плотностью,

которая была использована для построения выше приведенных рисунков (см.,
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например, работу [152]). Таким образом, усиление спин-флейворных переходов

может иметь место, когда нейтрино пересекают область ударной волны.

Напомним, что приведенный выше анализ был сделан в предположении,

что нейтрино являются дираковскими частицами. Как будет продемонстриро

вано ниже (см. разд. 1.9), динамика осцилляций в аналогичных средах весьма

отличается в случае майорановских нейтрино.

1.6. Спин-флейворные осцилляции между электронными

и стерильными астрофизическими нейтрино

В этом разделе будет продолжено изучение осцилляций нейтрино от СН с

использованием эффективного гамильтониана полученного в разд. 1.4. В част

ности, будет рассмотрена возможность спин-флейворных осцилляций между

правополяризованными электронными нейтрино и стерильными нейтрино в рас

ширяющейся оболочке образующейся после взрыва СН под действием сильного

магнитного поля. Будет показано, что резонансное усиление осцилляций ней

трино возможно, если учитывается поправка к эффективному гамильтониа

ну (1.82).

Как уже упоминалось в разд. 1.5, в общем случае решение уравнения Шре

дингера с эффективными гамильтонианами (1.81) и (1.82) довольно громоздко

и должно анализироваться с использованием численных методов. Для анали

тического изучения спин-флейворных осцилляций рассмотрим, для простоты,

ситуацию, когда вакуумный угол смешивания между различными собственны

ми состояниями нейтрино мал, 𝜃 ≪ 1. Если 𝜃 ≪ 1, взаимодействие с веществом,

а также матрица магнитных моментов совпадают во флейворном и массовом

базисах.

Резонанс в осцилляциях нейтрино может появиться, если разность между

двумя диагональными элементами в эффективном гамильтониане мала [153].

В таблице 1.1, где учтены вклады обоих гамильтонианов (1.81) и (1.82), пере
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№ Канал осцилляций Условие резонанса

1 𝜈L𝛽 ↔ 𝜈R𝛼 Φ =
𝑓𝛽
2

− 1

32𝑘2

(︃
𝑚2

1𝑓
3
𝛼

ℳ2
1

+
𝑚2

2𝑓
3
𝛽

ℳ2
2

)︃

2 𝜈R𝛽 ↔ 𝜈L𝛼 Φ = −𝑓𝛼
2

+
1

32𝑘2

(︃
𝑚2

1𝑓
3
𝛼

ℳ2
1

+
𝑚2

2𝑓
3
𝛽

ℳ2
2

)︃

3 𝜈L𝛽 ↔ 𝜈L𝛼 Φ =
𝑓𝛽 − 𝑓𝛼

2
+

1

32𝑘2

(︃
𝑚2

1𝑓
3
𝛼

ℳ2
1

−
𝑚2

2𝑓
3
𝛽

ℳ2
2

)︃

4 𝜈R𝛽 ↔ 𝜈R𝛼 Φ = − 1

32𝑘2

(︃
𝑚2

1𝑓
3
𝛼

ℳ2
1

−
𝑚2

2𝑓
3
𝛽

ℳ2
2

)︃

Таблица 1.1. Условия возникновения резонанса при осцилляциях 𝜈L,R𝛼 ↔ 𝜈L,R𝛽 , которые учи

тывают гамильтонианы (1.81) и (1.82).

числены резонансные условия для различных каналов осцилляций. Как видно

из этой таблицы, поправки (1.82) в эффективный гамильтониан становятся су

щественными, когда исследуются каналы осцилляций 𝜈R𝑒,𝜇,𝜏 ↔ 𝜈L,R𝑠 , где 𝜈𝑠 –

стерильное нейтрино.

В качестве примера, исследуем осцилляции 𝜈R𝑒 ↔ 𝜈L𝑠 . Полагая в таблице 1.1

𝛼 ≡ 𝑠 и 𝛽 ≡ 𝑒, с помощью формулы (1.36), получаем, что 𝑓𝑠 = 0, 𝑓𝑒 =
√
2𝐺F(𝑛𝑒−

𝑛𝑛/2) и ℳ2 ≡ ℳ𝑒 =
√︀
(𝜇𝜈𝑒𝐵)2 + 𝑓 2𝑒 . Из таблицы 1.1 находим условие резонанса

для рассматриваемого канала осцилляций в виде:

𝛿𝑚2 =
1

4
√
2𝐸𝜈

𝐺F

(︁
𝑛𝑒 −

𝑛𝑛
2

)︁
𝑚2

𝜈𝑒
, (1.96)

где учитывается случай малых диагональных магнитных моментов электрон

ного нейтрино, 𝜇𝜈𝑒𝐵 ≪ 𝑓𝑒, а 𝐸𝜈 = 𝑘 – энергия нейтрино. В приложении Б об

суждается влияние других малых факторов на возникновение резонанса (1.96).

В качестве примера рассмотрим осцилляции 𝜈R𝑒 ↔ 𝜈L𝑠 в расширяющей

ся оболочке образовавшейся после взрыва СН. Как известно (см, например,

работы [154, 155], в которых приведено более детальное описание), правополя

ризованные электронные нейтрино могут возникнуть во время взрыва СН II

типа. Действительно, если нейтрино является дираковской частицей, то изме
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нение спиральности может произойти в следующей реакции: 𝜈L + (𝑒−, 𝑝,𝑁) →

𝜈R + (𝑒−, 𝑝,𝑁), с электронами 𝑒−, протонами 𝑝 и ядрами 𝑁 в плотном веще

стве формирующейся НЗ. Изменение спиральности нейтрино обусловлено взаи

модействием диагонального магнитного момента нейтрино с заряженными ча

стицами. Следовательно левополяризованные нейтрино с энергией в диапазоне

(100− 200)MeV становятся правополяризованными [156,157].

Помимо того факта, что возникновение правополяризованных нейтрино

влечет за собой дополнительное охлаждение СН [158], эти частицы потенциаль

но можно регистрировать с помощью наземного детектора. Когда правополя

ризованные нейтрино распространяются от места взрыва СН к Земле, то взаи

модействуя с галактическим магнитным полем, их спиральность опять может

измениться на противоположную, и они станут левополяризованными части

цами. Хотя поток этих нейтрино меньше чем изначально левополяризованных

частиц [155, 159], их можно обнаружить в современных нейтринных обсерва

ториях. Анализ прецессии спина нейтрино в галактическом магнитном поле

проведен в работе [159].

Предположим, что поток правополяризованных электронных нейтрино рас

пространяется в расширяющейся оболочке СН. Как известно [160], ударная вол

на может формироваться в оболочке. Спустя примерно 1 s после коллапса ядра

звезды, плотность вещества в области ударной волны размером 1 s может до

стигать 106 g · cm−3. Предположим также, что плотность вещества примерно

постоянна внутри ударной волны (см. также разд. 1.5).

В случае электронейтрального вещества формула (1.96) даёт

𝛿𝑚2 ≈5.0× 10−17 eV2 × (3𝑌𝑒 − 1)

×
(︂

𝜌

106 g/cm3

)︂(︂
𝐸𝜈

100MeV

)︂−1 (︁𝑚𝜈𝑒

1 eV

)︁2
, (1.97)

где 𝑌𝑒 = 𝑛𝑒/(𝑛𝑒 + 𝑛𝑛) – доля электронов в веществе. Из формулы (1.97) видно,

что для вещества с 𝑌𝑒 > 1/3 и 𝜌 ∼ 106 g · cm−3 и электронного нейтрино с 𝐸𝜈 ∼

100MeV и 𝑚𝜈𝑒 ∼ 1 eV разность квадратов масс должна быть 𝛿𝑚2 ∼ 10−17 eV2.
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Необходимо отметить, что возможность существования стерильных ней

трино сильно вырожденных по массе с активными нейтрино недавно обсуж

далась в литературе. В работах [161, 162] было рассмотрено изменение потока

нейтрино от СН при наличии почти вырожденных по массе нейтрино. Влияние

спин-флейворных осцилляций между активными и стерильными нейтрино с ма

лыми 𝛿𝑚2 на потоки солнечных нейтрино обсуждалось в работах [163,164]. Вли

яние СР нарушающей фазы в смешении между активными и стерильными ней

трино, обладающими малой 𝛿𝑚2 на эффективную массу электронных нейтрино

рассматривалось в статье [165]. В работе [166] была рассмотрена возможность

экспериментального подтверждения, например, в детекторе IceCube, существо

вания почти вырожденных по массе стерильных нейтрино высокой энергии от

внегалактических источников. Диапазон 𝛿𝑚2 рассмотренных в работах [161,162]

составляет 10−16 eV2 < 𝛿𝑚2 < 10−12 eV2, что довольно близко к оценке получен

ной в соотношении (1.97). В работе [166] были изучены стерильные нейтрино с

еще меньшими 𝛿𝑚2: 10−19 eV2 < 𝛿𝑚2 < 10−12 eV2.

Помимо выполнения резонансного условия (1.96), для того, чтобы иметь

значительное число переходов 𝜈R𝑒 ↔ 𝜈L𝑠 , напряженность магнитного поля и рас

стояние, проходимое пучком нейтрино, которое принимается равным ширине

ударной волны 𝐿, должны удовлетворять условию 𝜇𝐵𝐿 ≈ 𝜋/2. Можно перепи

сать это условие в виде,

𝐵 ≈ 5.3× 107 G
(︂

𝜇

10−12 𝜇B

)︂−1(︂
𝐿

103 km

)︂−1

. (1.98)

Для переходного магнитного момента 𝜇 = 3 × 10−12 𝜇B [167] и 𝐿 ∼ 108 cm

(см. выше), получаем, что 𝐵 ∼ 107 G. Предположив, что магнитное поле НЗ

зависит от расстояния как 𝐵(𝑟) = 𝐵0(𝑅/𝑟)
3, где 𝑅 = 10 km – характерный ра

диус протонейтронной звезды, а 𝐵0 = 1013 G – напряженность магнитного поля

на поверхности протонейтронной звезды, получаем, что при 𝑟 = 108 cm поле

достигает напряженности 107 G, что согласуется с оценками в формуле (1.98).

Отметим, что магнитные поля при взрыве СН могут быть даже сильнее 1013 G,
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и достигать значений ∼ 1016 G [168].

1.7. Майорановские нейтрино в вакууме

В этом разделе формализм, разработанный в разд. 1.1-1.4 для описания

эволюции дираковских нейтрино в различных внешних полях, применяется для

исследования осцилляций майорановских нейтрино. Сначала будет исследована

эволюция смешанных майорановских нейтрино в вакууме. Для этой цели будет

решена начальная задача для двух типов нейтрино и найдена вероятность пере

хода. Тем не менее, помимо флейворных осцилляций, для майорановской части

цы можно рассматривать переходы между нейтрино и антинейтрино. Данный

процесс также будет изучен на основе релятивистской квантовой механики.

В общем случае система флейворных нейтрино может быть описана с по

мощью соответствующего числа левых и правых киральных спиноров [134].

Однако можно предположить, что только левые киральные компоненты 𝜈L𝜆 =

(1/2)(1 − 𝛾5)𝜈𝜆 присутствуют в рассматриваемой системе. Подобная ситуация

имеет место, например, для нейтрино описываемых в рамках СМ, где правые

нейтрино являются стерильными. Общая ситуация, когда имеются как левые,

так и правые киральные частицы была изучена в работе [56].

В общем случае массовая матрица, соответствующая левым флейворным

нейтрино 𝜈L𝜆 , может быть диагонализована с помощью матричного преобразо

вания [134],

𝜈L𝜆 =
∑︁
𝑎

𝑈𝜆𝑎𝜂𝑎, (1.99)

где 𝜆 = 𝛼, 𝛽 – флейворный индекс, а 𝜂𝑎, 𝑎 = 1, 2, соответствует майорановской

частице с определенной массой 𝑚𝑎. В простейшем случае смешивание флейвор

ных состояний возникает только из майорановских массовых слагаемых соот

ветствующих левым нейтрино. Следовательно матрица смешивания (𝑈𝜆𝑎) явля

ется унитарной матрицей размером 2×2, т.е. 𝑎 = 1, 2. Более того, предполагая,

что СР четность не нарушена, находим, что (𝑈𝜆𝑎) может быть параметризована
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таким же образом, как и в формуле (1.4).

Для описания эволюции данной системы выберем следующее начальное

условие (см. также формулу (1.18)):

𝜈L𝛼(r, 0) = 0, 𝜈L𝛽 (r, 0) = 𝜈
(0)
𝛽 𝑒ikr, (1.100)

где k = (0, 0, 𝑘) – начальный импульс, а 𝜈(0)T𝛽 = (0, 1). Таким образом, начальное

состояние соответствует левому нейтрино флейвора 𝛽 распространяющемуся

вдоль оси 𝑧 в положительном направлении.

Поскольку имеются два левых состояния 𝜈L𝜆 , 𝜆 = 𝛼, 𝛽, и майорановские

спиноры 𝜂𝑎 имеют две степени свободы, будем описывать их с помощью двух

компонентных вейлевских спиноров. Вейлевский спинор майорановской части

цы в вакууме подчиняется волновому уравнению (см., например, работу [72]),

i�̇�𝑎 + (𝜎p)𝜂𝑎 + i𝑚𝑎𝜎2𝜂
*
𝑎 = 0. (1.101)

Отметим, что уравнение (1.101) может быть формально получено из уравне

ния (1.7), если наложить условие Майораны на четырехкомпонентный спинор

𝜓𝑎: 𝜓𝑎 = (𝜓𝑎)
𝑐, где индекс 𝑐 означает зарядовое сопряжение. Условие Майораны

означает, что данный спинор представляется в виде 𝜓T
𝑎 = (i𝜎2𝜂

*
𝑎, 𝜂𝑎).

Общее решение уравнения (1.101) может быть представлено в виде [169]:

𝜂𝑎(r, 𝑡) =

∫︁
d3p

(2𝜋)3/2
𝑒ipr

×
∑︁
𝜁=±1

[︀
𝑎(𝜁)𝑎 (p)𝑢(𝜁)𝑎 (p)𝑒−i𝐸𝑎𝑡 + 𝑎(𝜁)*𝑎 (−p)𝑣(𝜁)𝑎 (−p)𝑒i𝐸𝑎𝑡

]︀
, (1.102)

где 𝐸𝑎 =
√︀
𝑚2

𝑎 + |p|2. Как и в разд. 1.1, коэффициент 𝑎(𝜁)𝑎 (p) зависит от време

ни, а его значение определяется начальным условием (1.100).

Базисные спиноры 𝑢
(𝜁)
𝑎 и 𝑣(𝜁)𝑎 в соотношении (1.102) имеют вид:

𝑢−𝑎 (p) =𝜆𝑎𝑤−, 𝑢+𝑎 (p) = −𝜆𝑎
𝑚𝑎

𝐸𝑎 + |p|
𝑤+,

𝑣+𝑎 (p) =𝜆𝑎𝑤−, 𝑣−𝑎 (p) = 𝜆𝑎
𝑚𝑎

𝐸𝑎 + |p|
𝑤+, (1.103)
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где 𝑤± – спиральные амплитуды приведенные в книге [170],

𝑤+ =

⎛⎝𝑒−𝑖𝜑/2 cos(𝜗/2)

𝑒𝑖𝜑/2 sin(𝜗/2)

⎞⎠ , 𝑤− =

⎛⎝−𝑒−𝑖𝜑/2 sin(𝜗/2)

𝑒𝑖𝜑/2 cos(𝜗/2)

⎞⎠ , (1.104)

а сферические углы 𝜑 и 𝜗 задают направление импульса частицы, p = |p| ×

(sin𝜗 cos𝜑, sin𝜗 sin𝜑, cos𝜗). Нормировочный коэффициент 𝜆𝑎 в формуле (1.103)

может быть выбран в виде:

𝜆−2
𝑎 = 1− 𝑚2

𝑎

(𝐸𝑎 + |p|)2
. (1.105)

Отметим следующие свойства спиральных амплитуд 𝑤±:

(𝜎p)𝑤± = ±|p|𝑤±, i𝜎2𝑤
*
± = ∓𝑤∓, 𝑤±(−p) = i𝑤∓(p),(︀

𝑤+ ⊗ 𝑤T
−
)︀
−
(︀
𝑤− ⊗ 𝑤T

+

)︀
= i𝜎2,

(︁
𝑤+ ⊗ 𝑤†

+

)︁
+
(︁
𝑤− ⊗ 𝑤†

−

)︁
= 1, (1.106)

которые могут быть получены непосредственно из формулы (1.104) и которые

будут использованы при выводе результатов, приведенных ниже.

Не зависящие от времени коэффициенты 𝑎±𝑎 (p) в формуле (1.102) имеют

следующий вид [169]:

𝑎+𝑎 (p) =
1

(2𝜋)3/2

[︂
𝜂(0)†𝑎 (−p)𝑣+𝑎 (p) +

i𝑚𝑎

𝐸𝑎 + |p|
𝑣+†
𝑎 (−p)𝜂(0)𝑎 (p)

]︂
,

𝑎−𝑎 (p) =
1

(2𝜋)3/2

[︂
𝑢−†
𝑎 (p)𝜂(0)𝑎 (p)− i𝑚𝑎

𝐸𝑎 + |p|
𝜂(0)†𝑎 (−p)𝑢−𝑎 (−p)

]︂
, (1.107)

где 𝜂(0)𝑎 (p) – преобразование Фурье начальной волновой функции 𝜂𝑎,

𝜂(0)𝑎 (p) =

∫︁
d3p𝑒−ipr𝜂(0)𝑎 (r). (1.108)

Используя формулы (1.102)-(1.107), получим следующее выражение для волно

вой функции нейтрино соответствующее массовому состоянию:

𝜂𝑎(r, 𝑡) =

∫︁
d3p

(2𝜋)3
𝑒ipr𝜆2𝑎

[︃{︃(︃
𝑒−i𝐸𝑎𝑡 −

[︂
𝑚𝑎

𝐸𝑎 + |p|

]︂2
𝑒i𝐸𝑎𝑡

)︃(︁
𝑤− ⊗ 𝑤†

−

)︁
+

(︃
𝑒i𝐸𝑎𝑡 −

[︂
𝑚𝑎

𝐸𝑎 + |p|

]︂2
𝑒−i𝐸𝑎𝑡

)︃(︁
𝑤+ ⊗ 𝑤†

+

)︁}︃
𝜂(0)𝑎 (p)
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− 2
𝑚𝑎

𝐸𝑎 + |p|
sin(𝐸𝑎𝑡)𝜎2𝜂

(0)*
𝑎 (−p)

]︃
. (1.109)

Из формул (1.106) и (1.109) следует, что массовое состояние частиц, на

ходившихся в начальный момент в левополяризованном состоянии 𝜂
(0)
𝑎 (r) ∼

𝑤−(k)𝑒
ikr, в более поздние времена описывается волновой функцией,

𝜂𝑎(r, 𝑡) ∼𝜆2𝑎
{︂(︃

𝑒−i𝐸𝑎𝑡 −
[︂

𝑚𝑎

𝐸𝑎 + |k|

]︂2
𝑒i𝐸𝑎𝑡

)︃
𝑒ikr𝑤−(k)

− 2i
𝑚𝑎

𝐸𝑎 + |k|
sin(𝐸𝑎𝑡)𝑒

−ikr𝑤+(k)

}︂
. (1.110)

Отметим, что второе слагаемое в соотношении (1.110) описывает состояние ан

тинейтрино. Действительно спинор 𝑤+(k) удовлетворяет соотношению, (𝜎k)×

𝑤+(k) = |k|𝑤+(k) (см. формулу (1.106)). Поэтому данное слагаемое соответ

ствует античастице (см. книгу [170]). Этот член в формуле (1.110) соответствует

флейворным переходам между нейтрино и антинейтрино 𝜈L𝛽 ↔ (𝜈L𝛼)
𝑐.

Согласно формулам (1.4) и (1.99) волновая функция левого нейтрино аро

мата 𝛼 имеет форму 𝜈L𝛼 = cos 𝜃𝜂L1 − sin 𝜃𝜂L2 . Из соотношений (1.99) и (1.110)

следует, что вероятность перехода 𝜈L𝛽 → 𝜈L𝛼 в вакууме дается выражением,

𝑃𝜈L𝛽→𝜈L𝛼
(𝑡) =|𝜈L𝛼 |2 = sin2(2𝜃)

{︂
sin2(Φ𝑡) (1.111)

+
1

2|k|2
cos(𝜎𝑡) sin(Φ𝑡)[𝑚2

1 sin(𝐸1𝑡)−𝑚2
2 sin(𝐸2𝑡)]

}︂
+𝒪

(︂
𝑚4

𝑎

|k|4

)︂
,

где 𝜎 и Φ введены в формуле (1.21).

Можно сравнить формулу (1.111) с аналогичным выражением для дира

ковской частицы (1.20). Главные члены в обоих соотношениях совпадают, в то

время как следующие за основными поправочные члены имеют противополож

ные знаки. Поэтому, можно ответить на вопрос о природе нейтрино, т.е. сказать,

являются ли массовые состояния нейтрино дираковскими или майорановскими

частицами, изучая поправки к формуле для вероятности перехода флейворных

осцилляций.
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Аналогично можно вычислить вероятность перехода для процесса 𝜈L𝛽 →

(𝜈L𝛼)
𝑐, используя второе слагаемое в формуле (1.110),

𝑃𝜈L𝛽→(𝜈L𝛼)
𝑐(𝑡) =|(𝜈L𝛼)𝑐|2 =

sin2(2𝜃)

4|k|2
[𝑚1 sin(𝐸1𝑡)−𝑚2 sin(𝐸2𝑡)]

2+

+𝒪
(︂
𝑚4

𝑎

|k|4

)︂
. (1.112)

Следует отметить, что член следующий за главным в формуле (1.111), а также

главное слагаемое в соотношении (1.112) имеют одинаковый порядок величины

∼ 𝑚2
𝑎/|k|2.

Перед тем как переходить к рассмотрению майорановских нейтрино в маг

нитных полях в разд. 1.8, сделаем замечание общего порядка, касающееся спра

ведливости применения подхода, основанного на релятивистской квантовой ме

ханике учитывающей первично квантованные (классические) майорановские

поля. В работе [171] утверждалось, что динамика массивного майорановского

поля не может быть описана в рамках подхода использующего классическую

теорию поля, поскольку массовый член в лагранжиане, 𝜂Ti𝜎2𝜂, обращается в

ноль, когда 𝜂 является 𝑐-числовой функцией (см., например, обсуждение в рабо

тах [72,73]). Отметим, что уравнение (1.101) является прямым следствием урав

нения Дирака, если предположить, что четырехкомпонентная волновая функ

ция удовлетворяет условию Майораны. Поэтому решение уравнения (1.101), т.е.

волновые функции и уровни энергии, в принципе не зависит от существования

лагранжиана используемого для вывода этого уравнения. Волновые уравнения

описывающие свойства элементарных частиц должны следовать из общих прин

ципов квантовой теории поля. Тем не менее, довольно часто квантовые уравне

ния допускают существования классических решений (см. книгу [172], где приве

дены многочисленные интересные примеры). Как было показано в разд. 1.1-1.4

(см., также работы [49–56]), осцилляции дираковских нейтрино в вакууме и

в различных внешних полях могут быть описаны в рамках классической тео

рия поля. Основным результатом настоящего раздела является доказательство

того, что квантовое уравнение (1.101) для массивных майорановских частиц
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может также иметь решение, см. формулу (1.110), имеющее смысл в рамках

классической теории поля.

1.8. Майорановские нейтрино в веществе и поперечном

магнитном поле

В этом разделе формализм, разработанный в разд. 1.7, будет использо

ван для более общего случая майорановских нейтрино, распространяющиеся в

фоновом веществе и взаимодействующих с внешним магнитным полем. В част

ности, будет показано, что начальная задача для массовых состояний может

быть сформулирована с использованием уравнения Шредингера с эффектив

ным гамильтонианом, который совпадает с ранее предложенным [33].

Для описания эволюции двух массовых состояний майорановских нейтри

но в веществе под действием внешнего магнитного поля, волновое уравнени-

е (1.101) должно быть переписано в следующей форме [74]:

i�̇�𝑎 + (𝜎p− 𝑔𝑎) 𝜂𝑎 + i𝑚𝑎𝜎2𝜂
*
𝑎 − 𝑔𝜂𝑏 − i𝜇(𝜎B)𝜎2𝜖𝑎𝑏𝜂

*
𝑏 = 0, 𝑎 ̸= 𝑏, (1.113)

где 𝜖𝑎𝑏 = i(𝜎2)𝑎𝑏, а также 𝑔𝑎 и 𝑔 были определены в формуле (1.27). Отметим,

что уравнение (1.113) может быть формально получено из уравнения (1.68), ес

ли пренебречь векторным током во взаимодействии с веществом, т.е., заменить

(1−𝛾5)/2 на −𝛾5, и принять во внимание то, что матрица магнитных моментов

майорановского нейтрино антисимметричная (смотри, например, книгу [25]).

Будем считать, что начальное условие для уравнения (1.113) совпадает с тако

вым для вакуумного случая (1.100).

Общее решение уравнения (1.113) может быть записано в следующем виде:

𝜂𝑎(r, 𝑡) =

∫︁
d3p

(2𝜋)3/2
𝑒ipr (1.114)

×
∑︁
𝜁=±1

[︀
𝑎(𝜁)𝑎 (p, 𝑡)𝑢(𝜁)𝑎 (p) exp(−i𝐸(𝜁)

𝑎 𝑡) + 𝑎(𝜁)*𝑎 (−p, 𝑡)𝑣(𝜁)𝑎 (−p) exp(i𝐸(𝜁)
𝑎 𝑡)

]︀
,
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где уровни энергии аналогичны приведенным в формуле (1.29) с заменой 𝑔𝑎/2 →

𝑔𝑎, т.е. 𝐸(𝜁)
𝑎 =

√︀
(|p| − 𝜁𝑔𝑎)2 +𝑚2

𝑎. Базисные спиноры в формуле (1.114) могут

быть выбраны в виде:

𝑢−𝑎 (p) =𝜆
−
𝑎𝑤−, 𝑢+𝑎 (p) = −𝜆+𝑎

𝑚𝑎

𝐸+
𝑎 + |p| − 𝑔𝑎

𝑤+,

𝑣+𝑎 (p) =𝜆
+
𝑎𝑤−, 𝑣−𝑎 (p) = 𝜆−𝑎

𝑚𝑎

𝐸−
𝑎 + |p|+ 𝑔𝑎

𝑤+, (1.115)

где нормировочные коэффициенты 𝜆
(𝜁)
𝑎 , 𝜁 = ±, задаются выражением,

(𝜆(𝜁)𝑎 )−2 = 1− 𝑚2
𝑎

[𝐸𝑎 + |p| − 𝜁𝑔𝑎]2
. (1.116)

Рассмотрим распространение майорановского нейтрино в поперечном маг

нитном поле. Используя методы, разработанные в разд. 1.4 для описания дира

ковского нейтрино, и полагая 𝑘 ≫ 𝑚𝑎, приходим к следующим обыкновенных

дифференциальных уравнений для коэффициентов 𝑎(𝜁)𝑎 :

i
dΨ′

d𝑡
= 𝐻 ′Ψ′, 𝐻 ′ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 𝑔𝑒i𝜔−𝑡 0 𝜇𝐵𝑒iΩ−𝑡

𝑔𝑒−i𝜔−𝑡 0 −𝜇𝐵𝑒−iΩ+𝑡 0

0 −𝜇𝐵𝑒iΩ+𝑡 0 −𝑔𝑒i𝜔+𝑡

𝜇𝐵𝑒−iΩ−𝑡 0 −𝑔𝑒−i𝜔+𝑡 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (1.117)

где Ψ
′T = (𝑎−1 , 𝑎

−
2 , 𝑎

+
1 , 𝑎

+
2 ) и

𝜔± = 𝐸±
1 − 𝐸±

2 ≈ 2Φ∓ (𝑔1 − 𝑔2), Ω∓ = 𝐸∓
1 − 𝐸±

2 ≈ 2Φ± (𝑔1 + 𝑔2), (1.118)

которые можно сравнить с уравнением (1.72).

Делая матричное преобразование

Ψ′ = 𝒰Ψ, 𝒰 = diag
{︁
𝑒i(Φ+𝑔1)𝑡, 𝑒−i(Φ−𝑔2)𝑡, 𝑒i(Φ−𝑔1)𝑡, 𝑒−i(Φ+𝑔2)𝑡

}︁
, (1.119)

можно преобразовать уравнение (1.117) к виду:

i
dΨ

d𝑡
=𝐻Ψ, 𝐻 = 𝒰 †𝐻 ′𝒰 − i𝒰 †�̇� =
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=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Φ + 𝑔1/2 𝑔 0 𝜇𝐵

𝑔 −Φ + 𝑔2 −𝜇𝐵 0

0 −𝜇𝐵 Φ− 𝑔1/2 −𝑔

𝜇𝐵 0 −𝑔 −Φ− 𝑔2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (1.120)

Отметим, что аналогичный эффективный гамильтониан был использован при

описании спин-флейворных осцилляций майорановских нейтрино в рамках кван

товомеханического подхода (см, например, статью [33]), если используется базис

ΨT
𝑄𝑀 = (𝜓L

1 , 𝜓
L
2 , [𝜓

L
1 ]

𝑐, [𝜓L
2 ]

𝑐).

Следует отметить, что последовательный вывод основного уравнения (1.113)

должен быть сделан с использованием методов квантовой теории поля (см.,

например, статью [171]), предполагая что спиноры 𝜂𝑎 выражаются через анти

коммутирующие операторы. Подобный квантовополевой подход важен для объ

яснения антисимметрии матрицы магнитных моментов. Тем не менее, можно

видеть, что основное уравнение (1.113) может приведено к стандартному шре

дингеровскому уравнению эволюции (1.120) для описания спин-флейворных ос

цилляций нейтрино, даже если считать, что волновые функции 𝜂𝑎 являются

𝑐-числовыми объектами. Поэтому снова можно сделать вывод, что подходы для

изучения распространения майорановских нейтрино во внешних полях основан

ные на классической и квантовой теории поля являются эквивалентными.

1.9. Спин-флейворные осцилляции майорановских

нейтрино в расширяющейся оболочке после взрыва

сверхновой

В данном разделе, формализм, разработанный в разд. 1.8 для описания

спин-флейворных осцилляций майорановских нейтрино, будет использован для

изучения распространения нейтрино в расширяющейся оболочке после взрыва

СН. Полученные результаты сравниваются со случаем дираковских нейтрино
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исследованном в разд. 1.5.

Динамика системы двух майорановских нейтрино в веществе под действи

ем внешнего магнитного поля определяется уравнением Шредингера (1.120).

Тем не менее, как и в разд. 1.5, явное аналитическое решение этого уравнения

является довольно громоздким. Именно поэтому мы снова рассмотрим ситуа

цию, когда 𝑛𝑒 = 𝑛𝑝 = 𝑛𝑛 = 𝑛, что приводит к 𝑔1 = −𝑔2 (см. формулы (1.36)

и (1.37), а также разд. 1.5). В этом случае собственные значения гамильтониа

на (1.120)𝜆 = ±ℰ± определяются выражением,

ℰ± =
1

2

√︀
𝑉 2 + 4(𝜇𝐵)2 + 4Φ2 ± 4𝑉 𝑅, 𝑅 =

√︀
(Φ cos 2𝜃)2 + (𝜇𝐵)2, (1.121)

где 𝑉 =
√
2𝐺F𝑛. Временная эволюция волновой функции задается формулой,

Ψ(𝑡) =
∑︁
𝜁=±1

[︁ (︁
𝑈𝜁 ⊗ 𝑈 †

𝜁

)︁
exp (−iℰ𝜁𝑡) +

(︁
𝑉𝜁 ⊗ 𝑉 †

𝜁

)︁
exp (iℰ𝜁𝑡)

]︁
Ψ0, (1.122)

где 𝑈𝜁 и 𝑉𝜁 – собственные векторы гамильтониана (1.120) определяемые выра

жением

𝑈𝜁 =
1

𝑁𝜁

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−𝑥𝜁
−𝑦𝜁
1

−𝑧𝜁

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑉𝜁 =
1

𝑁𝜁

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−𝑦𝜁
𝑥𝜁

𝑧𝜁

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (1.123)

где

𝑥𝜁 =
𝜇𝐵(ℰ𝜁 + Φ)

Σ𝜁
𝑉 sin 2𝜃,

𝑦𝜁 =
𝜇𝐵

ℰ𝜁 + Φ− 𝑉 cos 2𝜃/2

[︂
1 +

(ℰ𝜁 + Φ)

2Σ𝜁
𝑉 2 sin2(2𝜃)

]︂
,

𝑧𝜁 =
𝑉 sin 2𝜃

2(ℰ𝜁 + Φ+ 𝑉 cos 2𝜃/2)

[︂
1 +

2(𝜇𝐵)2(ℰ𝜁 + Φ)

Σ𝜁

]︂
,

Σ𝜁 =
𝑉

2
[2ℰ𝜁(ℰ𝜁 + Φ)− 𝑉 2/2 + Φ𝑉 cos 2𝜃] cos 2𝜃

+ 𝜁𝑅𝑉 (ℰ𝜁 + Φ− 𝑉 cos 2𝜃/2). (1.124)

Нормировочный коэффициент 𝑁𝜁 в формуле (1.123) имеет форму, 𝑁𝜁 =√︁
1 + 𝑥2𝜁 + 𝑦2𝜁 + 𝑧2𝜁 .
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Придерживаясь той же схемы, что и в разд. 1.5, из формул (1.99) и (1.122)-

(1.124) находим вероятность процесса 𝜈L𝛽 → 𝜈R𝛼 ,

𝑃𝜈L𝛽→𝜈R𝛼
(𝑡) =[𝐶+ cos(ℰ+𝑡) + 𝐶− cos(ℰ−𝑡)]2

+ [𝑆+ sin(ℰ+𝑡) + 𝑆− sin(ℰ−𝑡)]2, (1.125)

где

𝐶𝜁 =− 1

𝑁 2
𝜁

[sin 2𝜃(𝑥𝜁 + 𝑦𝜁𝑧𝜁) + cos 2𝜃(𝑦𝜁 − 𝑥𝜁𝑧𝜁)],

𝑆𝜁 =
1

𝑁 2
𝜁

(𝑦𝜁 + 𝑥𝜁𝑧𝜁). (1.126)

Основываясь на соотношении (1.100), в начальный момент волновая функция

считалась равной

ΨT
0 = (sin 𝜃, cos 𝜃, 0, 0). (1.127)

С помощью формул (1.124) и (1.126) можно проверить выполнение тождества

𝐶+ + 𝐶− = 0, гарантирующего, что 𝑃 (0) = 0.

Отметим, что, с формальной точки зрения, формула (1.125) соответству

ет переходам 𝜈L𝛽 → 𝜈R𝛼 . Тем не менее, фактически она описывает осцилляции

между активными нейтрино 𝜈L𝛽 ↔ (𝜈L𝛼)
𝑐, поскольку для майорановской частицы

справедливо тождество: 𝜈R𝛼 = (𝜈L𝛼)
𝑐.

Как и в случае соотношения (1.89), формула (1.125) может быть проанали

зирована аналитически при относительно малых значениях эффективного по

тенциала 𝑉 . Огибающие функций 𝑃𝑢,𝑑 = 𝑃0 ±
√︀
𝑃 2
𝑐 + 𝑃 2

𝑠 зависят от коэффици

ентов 𝐶𝜁 и 𝑆𝜁 таким же образом, что и в формуле (1.92). Вероятности перехода

при различных значениях плотности вещества и магнитного поля представлены

на рис. 1.5.

Несмотря на формальное сходство между вероятностями перехода для ди

раковского и майорановского нейтрино, см. (1.89) и (1.125), фактическая дина

мика осцилляций довольно сильно отличается в этих двух случаях, что можно

видеть, сравнивая рис. 1.2(d)-1.4(d) и рис. 1.5(b), 1.5(d) и 1.5(f). В частности, в
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Рис. 1.5. (a), (c) и (e) вероятности перехода в зависимости от расстояния, пройденное пучком

нейтрино. Параметры нейтрино имеют те же значения, что и на рис. 1.2-1.4: 𝐸𝜈 = 10MeV,

𝛿𝑚2 = 8 × 10−5 eV2 и 𝜃 = 0.6. Магнитная энергия равна 𝜇𝐵 = 10−12 eV. Черная кривая –

функция 𝑃 (𝑥), синие и зеленые кривые – огибающие функции 𝑃𝑢,𝑑(𝑥), а красная кривая –

усредненная вероятность перехода 𝑃0(𝑥). (b), (d) и (f) Зависимость максимальных значений

функций 𝑃 (𝑥) и 𝑃0(𝑥), синие и красные кривые соответственно, от магнитной энергии для

заданной плотности. Рис. (a) и (b) соответствуют плотности вещества 𝜌 = 20 g · cm−3, (c)

и (d) – 𝜌 = 100 g · cm−3 and (e) и (f) – 𝜌 = 200 g · cm−3.
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случае майорановского нейтрино 𝑃 (max)
𝑢 = 4|𝐶+𝐶−| для произвольного 𝐵, сле

дует сравнить с формулой (1.94). В то же время, функция 𝑃 (max)
0 имеет тот же

вид, что и для дираковских нейтрино, который приведен в формуле (1.95). В

отличие от дираковских нейтрино, усредненная вероятность перехода не дости

гает максимального значения при некотором умеренном магнитном поле 𝐵max.

Вместо этого 𝑃max
𝑢 и 𝑃max

0 являются монотонно возрастающими функциями

напряженности магнитного поля с асимптотическими значениями 1 и 1/2, соот

ветственно. Подобная зависимость вероятности перехода может быть объяснена

если вспомнить, что при 𝜇𝐵 ≫ max(Φ, 𝑉 ), эффективный гамильтониан в фор

муле (1.120) становится равным

𝐻∞ = i𝜇𝐵𝛾2, i𝛾2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 1

0 0 −1 0

0 −1 0 0

1 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (1.128)

Уравнение Шредингера с эффективным гамильтонианом (1.128) имеет фор

мальное решение

Ψ(𝑡) = exp(−i𝐻∞𝑡)Ψ(0) = [cos(𝜇𝐵𝑡) + 𝛾2 sin(𝜇𝐵𝑡)]Ψ(0). (1.129)

Используя формулы (1.99), (1.127) и (1.129) приходим к выражению для веро

ятности перехода: 𝑃 (𝑡) = |𝜈R𝛼 |2 = sin2(𝜇𝐵𝑡), из которого и следует поведение

функции 𝑃
(max)
𝑢 в сильном магнитном поле. Необходимо отметить, что анало

гичный результат также был получен в работе [151].

Наконец, стоит отметить, что в отличие от дираковского случая, поведение

вероятности перехода для майорановских нейтрино качественно одинаково для

различных плотностей вещества и различных напряженностей магнитного поля

(см. рис. 1.5(а), 1.5(c) и 1.5(e)).

Проблема спин-флейворных осцилляций майорановских нейтрино ранее

исследовалась в работах [173, 174] при помощи численного моделирования. На

пример, в работе [173] уравнение эволюции для трех нейтринных флейворов,
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распространяющихся внутри звезды непосредственно перед взрывом СН в веще

стве с нулевой металличностью, что соответствует например, модели W02Z [150],

было решено для реалистических профилей вещества и магнитного поля. Хотя

выведенная в данном разделе аналитическая вероятность перехода в форму

ле (1.125) справедлива только для постоянных плотности вещества и напря

женности магнитного поля, тем не менее интересно сравнить полученные здесь

результаты с численным моделированием в работе [173]. В статье [173] были

использованы магнитные поля 𝐵 ∼ 1010 G и магнитные моменты ∼ 10−12 𝜇B,

что дает магнитную энергию 𝜇𝐵 ∼ 10−11 eV. Эта значение соответствует мак

симальной магнитной энергии, используемой в данном разделе.

В работе [173] было найдено, что спин-флейворная конверсия является

практически адиабатической для низкоэнергетических нейтрино, соответству

ющих 𝐸𝜈 ∼ 5MeV, внутри области, где 𝑌𝑒 ≈ 0.5. Более того, усредненная

вероятность перехода для канала 𝜈𝜇 → 𝜈𝑒 близка к 0.5. Подобная большая ве

роятность перехода проистекает из-за наличия RSF-H и RSF-L резонансов на

расстоянии ≈ 0.01𝑅⊙. Несмотря на то, что в данном разделе исследуется систе

ма из двух нейтринных поколений, полученное поведение 𝑃 (max)
0 (см. рис. 1.5)

аналогично найденному в работе [173]. Тем не менее, в рассмотренном здесь слу

чае большая вероятность перехода обусловлена наличием сильного магнитного

поля (см. статьи [24, 151]). Нельзя сравнивать вероятность перехода в форму

ле (1.125) с результатами работы [173] для более высоких энергий, 𝐸𝜈 > 25MeV,

поскольку спин-флейворные осцилляции становятся сильно неадиабатическими

для таких энергий и необходимо учитывать зависимость плотности вещества

от координат. При этом плотность вещества должна убывать с радиусом как

1/𝑟3 [175].
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1.10. Описание осцилляций нейтрино в веществе на

основе квантовой теории поля

В настоящем разделе квантовая теория поля будет использована для описа

ния осцилляций нейтрино в веществе (см. разд. 1.2). В частности, будет исследо

вано влияние фонового вещества на переходы между нейтрино и антинейтрино,

которые изучались в разд. 1.7.

Несмотря на то, что ранее удавалось получить удовлетворительные ре

зультаты для описания переходов между нейтрино и антинейтрино в вакууме в

рамках подхода основанного на релятивистской квантовой механике (см. фор

мулу (1.112), а также работу [57]) самосогласованное описание этого процесса

должно быть сделано в рамках квантовой теории поля, по следующей причине.

В случае майорановских нейтрино, частицы идентичны античастицам. Только

в рамках квантовой теории поля можно корректно определить состояние соот

ветствующее античастице. К тому же, как уже было показано в разд. 1.7, веро

ятность появления антинейтрино в осцилляциях подавлена малым множителем

𝑚𝑎/𝐸𝜈. Как правило, различные подходы к описанию осцилляций нейтрино да

ют противоречивые результаты в этом порядке точности [179]. Именно поэтому

необходимо использовать подход основанный на квантовой теории поля, чтобы

учесть такой малый эффект.

Аналогично работе [56], будет изучена система флейворных нейтрино 𝜈𝜆,

𝜆 = 𝑒, 𝜇, 𝜏, . . . , распространяющихся в плотном фоновом веществе между двумя

пространственно разнесенными точками: x1 и x2. Предположим, что излучение

и поглощение нейтрино связано со взаимодействием с лептонами 𝑙±𝜆 и тяжелыми

нуклонами𝑁 , которые локализованы в двух пространственных областях, услов

но называемых «источник» и «детектор». В то время как фоновое вещество, с

которым взаимодействуем нейтрино, будет считаться равномерно распределен

ным вдоль всего пути распространения нейтрино L = x2 − x1.

В общем случае динамика системы смешанных массивных нейтрино долж
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на быть сформулирована с использованием левых 𝜈L𝜆 и правых 𝜈R𝜆 киральных

проекций флейворных нейтрино (см., например, работу [57]),

ℒ =
∑︁
𝜆

(︁
𝜈L𝜆 i𝛾

𝜇𝜕𝜇𝜈
L
𝜆 + 𝜈R𝜆 i𝛾

𝜇𝜕𝜇𝜈
R
𝜆

)︁
−
∑︁
𝜆𝜆′

(︁
𝑚D

𝜆𝜆′𝜈L𝜆𝜈
R
𝜆′ +𝑚L

𝜆𝜆′

(︀
𝜈L𝜆
)︀T
𝐶𝜈L𝜆′ +𝑚R

𝜆𝜆′

(︀
𝜈R𝜆
)︀T
𝐶𝜈R𝜆′ + h.c.

)︁
−
∑︁
𝜆

𝜈L𝜆𝛾𝜇𝜈
L
𝜆′𝑓

𝜇
𝜆𝜆′ −

√
2𝐺F (𝑗

𝜇𝐽𝜇 + h.c.) , (1.130)

где 𝑚D
𝜆𝜆′ и 𝑚L,R

𝜆𝜆′ – дираковская и майорановские массовые матрицы определен

ные в работе [56], а

𝑗𝜇 =
∑︁
𝜆

𝜈L𝜆𝛾
𝜇𝑙L𝜆 , (1.131)

представляет собой электрослабый ток нейтрино и лептонов. Эффективный

потенциал взаимодействия нейтрино с фоновым веществом 𝑓𝜇𝜆𝜆′ (см. форму

лу(1.23)) предполагается независящим от координат, в то время как ядерный

ток 𝐽𝜇 локализован в пространстве. Взаимодействие с фоновым веществом бу

дет учитываться точно. Как и в разд. 1.2 здесь будет исследован общий случай,

в котором матрица (𝑓𝜇𝜆𝜆′) может быть недиагональной. Следует отметить, что

в соотношении (1.130) правые нейтрино не участвуют во взаимодействии с дру

гими частицами, т.е. они стерильны.

Как будет видно ниже, переходы между нейтрино и антинейтрино соответ

ствуют процессу (𝑁1, 𝑁2)+ 𝑙
−
𝛽 → (нейтрино) → (𝑁 ′

1, 𝑁
′
2)+ 𝑙

+
𝛼 . Следует отметить,

что массивные нейтрино участвуют в этом процессе в виде виртуальных ча

стиц [41–43]. Выражение элемента 𝑆-матрицы для этой реакции имеет вид [41]:

𝑆 =− 1

2!

(︁√
2𝐺F

)︁2 ∫︁
d4𝑥d4𝑦

× ⟨𝑙+𝛼 ;𝑁 ′
1𝑁

′
2 |𝑇{𝑗𝜇(𝑥)𝐽𝜇(𝑥)𝑗𝜈(𝑦)𝐽𝜈(𝑦)}| 𝑙−𝛽 ;𝑁1𝑁2⟩, (1.132)

где 𝑁1,2 и 𝑁 ′
1,2 – начальное и конечное состояния нуклонов. Рассматриваемый

процесс схематически показан на рис. 1.6. Следует отметить, что внутренняя

89



N ′
2

N ′
1

N2

N1

ψal+α l−β

Рис. 1.6. Фейнмановская диаграмма, соответствующая рассеянию лептонов на ядрах

(𝑁1, 𝑁2) + 𝑙−𝛽 → (нейтрино) → (𝑁 ′
1, 𝑁

′
2) + 𝑙+𝛼 , 𝑆-матричный элемент которой приведен в фор

муле (1.132).

нейтринная линия является широкой, что означает точный учет взаимодей

ствия с фоновым веществом.

Теперь необходимо диагонализовать массовые матрицы 𝑚D
𝜆𝜆′ и 𝑚L,R

𝜆𝜆′ в урав

нении (1.130) с помощью матричного преобразования, аналогичного рассмот

ренному в работе [57], которое основано на прямоугольных матрицах (𝑈𝜆𝑎) и

(𝑉𝜆𝑎) являющихся не унитарными и независимыми. Амплитуда процесса, пока

занного на рис. 1.6 отлична от нуля, если виртуальные нейтрино соответствуют

майорановским полям. Именно поэтому, аналогично статье [57], вводятся новые

майорановские поля 𝜓𝑎 = ΨL
𝑎 + (ΨL

𝑎)
𝑐.

Перепишем лагранжиан (1.130) используя майорановские поля 𝜓𝑎,

ℒ =
∑︁
𝑎

𝜓𝑎(i𝛾
𝜇𝜕𝜇 −𝑚𝑎)𝜓𝑎 −

∑︁
𝑎𝑏

𝑔𝜇𝑎𝑏𝜓
L
𝑎𝛾𝜇𝜓

L
𝑏 − (источники), (1.133)

где (𝑔𝜇𝑎𝑏) – матрица эффективных потенциалов взаимодействия массовых состо

яний нейтрино с веществом в базисе который был определен в формуле (1.25).

В соотношении (1.133) не приводится выражение для источников в явном виде,

так как они, как предполагается, локализованы в пространстве.

Используя результаты работы [58] находим, что хронологические произве

дение лептон-нейтринных токов в формуле (1.132) принимает вид:

⟨𝑙+𝛼 |𝑇{𝑗𝜇(𝑥)𝑗𝜈(𝑦)}| 𝑙−𝛽 ⟩ =
𝑒i𝑝𝛼𝑥−i𝑝𝛽𝑦

2𝒱
√︀
𝐸𝛼𝐸𝛽

∑︁
𝑎𝑏

𝑈 *
𝛼𝑎𝑈

*
𝛽𝑏 (1.134)
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× 𝑢T(−𝑝𝛼)
(︀
𝛾L𝜇
)︀T ⟨0|𝑇{[︀𝜓𝑎(𝑥)

]︀T
𝜓𝑏(𝑦)}|0⟩𝛾L𝜈 𝑢(𝑝𝛽),

где 𝑢(𝑝𝛼,𝛽) – исходящие и входящие спиноры с 4-импульсами 𝑝𝛼,𝛽 = (𝐸𝛼,𝛽,p𝛼,𝛽),

а 𝒱 – нормировочный объем. В формуле (1.134) используется представление

лептонных состояний в виде плоских волн [170].

Так как масса нуклонов намного превышает характерные энергии лепто

нов, то можно предположить, что нуклоны находятся в состоянии покоя, т.е.

можно заменить нуклонные токи на

𝐽𝜇(𝑥) = 𝛿0𝜇𝛿(x− x2), 𝐽𝜇(𝑥) = 𝛿0𝜇𝛿(y − x1), (1.135)

в формуле (1.132).

Хронологическое произведение майорановских полей нейтрино в форму

ле (1.134) может быть переписано в виде (см, например, книгу [25]):

⟨0|𝑇{
[︀
𝜓𝑎(𝑥)

]︀T
𝜓𝑏(𝑦)}|0⟩ = −𝐶𝑆𝑎𝑏(𝑥− 𝑦), (1.136)

где 𝐶 – матрица зарядового сопряжения, а 𝑆𝑎𝑏(𝑥 − 𝑦) = ⟨0|𝑇{𝜓𝑎(𝑥)𝜓𝑏(𝑦)}|0⟩ –

стандартный фейнмановский пропагатор дираковской частицы.

Для упрощения расчетов предположим, что матрица (𝑔𝜇𝑎𝑏) в формуле (1.133)

близка к диагональной. При этом предположении пропагатор в формуле (1.136)

имеет диагональный вид: 𝑆𝑎𝑏(𝑥) = 𝛿𝑎𝑏𝑆𝑎(𝑥). Явный вид функции 𝑆𝑎(𝑥) приве

ден в приложении В. К тому же, как и в разд. 1.2 и 1.4, будем изучать случай

неподвижного и неполяризованного вещества, который соответствует матрице

(𝑔𝜇𝑎𝑏) имеющей только временную компоненту.

Используя результаты приложения В можно представить элемент 𝑆-матрицы

в формуле (1.132) в виде:

𝑆 =2𝜋𝛿(𝐸𝛼 − 𝐸𝛽)
𝐺2

F

4𝒱
√︀
𝐸𝛼𝐸𝛽

𝑀𝛽𝛼,

𝑀𝛽𝛼 =− 𝑒ip𝛽x1−ip𝛼x2

2𝜋𝐿

∑︁
𝑎

𝑚𝑎𝑈
*
𝛼𝑎𝑈

*
𝛽𝑎�̄�(𝑝𝛼)𝐹𝑎𝑢(𝑝𝛽), (1.137)
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где

𝐹𝑎 =
1

2|𝑔𝑎|𝑝𝑎
{︀
𝑒i𝑘1𝐿

[︀
𝑔2𝑎 + |𝑔𝑎|𝑝𝑎 − 𝑔𝑎𝑘1(𝛼n)

]︀
− 𝑒i𝑘2𝐿

[︀
𝑔2𝑎 − |𝑔𝑎|𝑝𝑎 − 𝑔𝑎𝑘2(𝛼n)

]︀ }︀
(1− 𝛾5), (1.138)

а 𝑘21,2 = (𝑝𝑎 ± |𝑔𝑎|)2, 𝑝𝑎 =
√︀
𝐸2 −𝑚2

𝑎 – аналог импульса нейтрино, 𝐸 = 𝐸𝛼 = 𝐸𝛽

– энергия лептонов, которая сохраняется, поскольку нуклоны предполагаются

находящимися в состоянии покоя.

Рассмотрим случай высоких энергий лептонов 𝐸𝜆 ≫ 𝑚𝜆, где 𝑚𝜆 – масса

лептона. В этом случае наибольший вклад в матричный элемент процесса дает

ся каналом, в котором спиральности лептонов меняются на противоположную:

с −1/2 на 1/2. Таким образом, матричный элемент в формуле (1.137) принимает

форму,

𝑀(𝑙−𝛽 → 𝑙+𝛼 ) ≈ −2𝑒ip𝛽x1−ip𝛼x2

𝜋𝐿

∑︁
𝑎

𝐸𝑚𝑎𝑈
*
𝛼𝑎𝑈

*
𝛽𝑎⟨𝐹𝑎⟩𝑒−i𝜙/2 sin

𝜗

2
, (1.139)

где сферические углы 𝜙 и 𝜗 задают направление импульса конечного лептона

по отношению к импульсу начального лептона, который, для простоты, выби

рается направленным вдоль вектора L.

Используя формулу (1.138) можно вычислить функцию 𝐹𝑎 в соотноше

нии (1.139) в приближении высоких энергий лептонов,

⟨𝐹𝑎⟩ = �̄�(𝑝𝛼)𝐹𝑎𝑢(𝑝𝛽) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(︂
1− |𝑔𝑎|

𝑝𝑎

)︂
𝑒i(𝑝𝑎−|𝑔𝑎|)𝐿, если 𝑝𝑎 > |𝑔𝑎|,

0, если 𝑝𝑎 < |𝑔𝑎|.
(1.140)

Детали усреднения по состояниям лептонов в формулах (1.139) и (1.140) можно

найти в статье [41].

Наконец, полное сечение рассеяния лептонов (𝑁1, 𝑁2)+𝑙
−
𝛽 → (нейтрино) →

(𝑁 ′
1, 𝑁

′
2) + 𝑙+𝛼 может быть представлено в следующем виде:

𝜎(𝑙−𝛽 → 𝑙+𝛼 ) ∼
𝐺4

F𝐸
2

𝐿2

∑︁
𝑎𝑏

𝑚𝑎𝑚𝑏𝑈
*
𝛼𝑎𝑈

*
𝛽𝑎𝑈𝛼𝑏𝑈𝛽𝑏⟨𝐹𝑎⟩⟨𝐹 *

𝑏 ⟩
𝑣𝛼
𝑣𝛽
, (1.141)
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где 𝑣𝛼,𝛽 – скорости испущенных и падающих лептонов. Если рассмотреть наи

более общий лагранжиан (1.130), который содержит как дираковскую так и

майорановские массовые матрицы, то формулы (1.140) и (1.141) описывают пе

реходы между нейтрино и антинейтрино, которые рассмотрены в работах [41,

176,177] (см. также разд. 1.7).

Используя формулы (1.140) и (1.141) можно заключить, что для легких

нейтрино с 𝑚𝑎 ≪ 𝐸 вклад взаимодействия с веществом ничтожно мал, так как

𝑝𝑎 ≈ 𝐸−𝑚2
𝑎/2𝐸 ≫ |𝑔𝑎|. Однако ситуация становится совершенно иной в случае

тяжелых нейтрино, существование которых не исключено некоторыми теорети

ческими моделями [180]. Если изучается нейтрино распространяющиеся в плот

ном ядерном веществе с |𝑔𝑎| ∼ eV, то эффективный импульс таких тяжелых

нейтрино может быть сравним с эффективным потенциалом взаимодействия

с веществом при соответствующем выборе энергии лептонов. Тем не менее, из

формулы (1.140) можно заключить, что вклад такого тяжелого массового со

стояния в переходы между нейтрино и антинейтрино будет сильно подавлен

взаимодействием с фоновым веществом. Заметим, что такое поведение вероят

ности перехода в присутствии фонового вещества согласуется с результатами

работы [178], где осцилляции между нейтрино и антинейтрино были изучены в

рамках стандартного квантовомеханического подхода.

При выводе основных результатов (1.140) и (1.141) не учитывался вклад

недиагональных элементов матрицы (𝑔𝜇𝑎𝑏). Возможно, данный вклад может при

водить к увеличению вероятности переходов между нейтрино и антинейтрино,

аналогично тому как это происходит при флейворных осцилляциях нейтрино

в веществе (см. разд. 1.2). Если учесть эти недиагональные элементы, в пропа

гаторе нейтрино в формуле (1.136) также появятся недиагональные элементы.

Подобные недиагональных пропагаторы довольно трудно анализировать анали

тически. Таким образом, подход для описания осцилляций нейтрино на основе

квантовой теория поля, по-видимому, не применим в случае больших недиаго

нальных элементов матрицы (𝑔𝜇𝑎𝑏).
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1.11. Выводы: осцилляции нейтрино во внешних полях

В данной главе было приведено теоретическое описание осцилляций ней

трино в вакууме и во внешних полях. В основном были представлены два

подхода к этой проблеме: с использованием релятивистской квантовой меха

ники (разд. 1.1-1.4, 1.7, и 1.8) и метод основанный на квантовой теории поля

(разд. 1.10).

Формулировка начальной задачи (1.2) для системы флейворных нейтрино

является основной особенностью метода релятивистской квантовой механики.

После этого исследуются волновые функции флейворных нейтрино в последу

ющие моменты времени. В вакууме задача Коши для массовых собственных со

стояний нейтрино (1.3) может быть решена точно (см. формулу (1.12)), что дает

волновые функции нейтрино для произвольного начального условия. В рамках

этого формализма, эволюцию во времени флейворных нейтрино в присутствии

внешних полей можно свести к исследованию эффективного уравнения Шре

дингера (см., например, уравнения (1.75) и (1.120)).

Заметим, что, используя этот формализм, можно решить не только пробле

му структуры эффективного гамильтониана, но также становится ясным, в ка

ком пространстве волновых функций действует данный эффективный гамиль

тониан. В рамках стандартного квантово-механического подхода [33,137] изуча

ется эволюция эффективной «волновой функции» нейтрино 𝜈T = (𝜈𝛼, 𝜈𝛽, . . . ),

но происхождение компонент этой волновой функции неясно. На основе метода

релятивистской квантовой механики можно получить ответ на этот вопрос. Ес

ли взять коэффициенты 𝑎
(𝜁)
𝑎 разложения четырехкомпонентной нейтринной вол

новой функции по базисным спинорам (см., например, формулы (1.69) и (1.114)),

а затем сделать определенные преобразования, аналогичные соотношениям (1.74)

и (1.119), то на основе этих коэффициентов получаем квантово-механическую

нейтринную «волновую функцию».

Заметим, что в данном подходе коэффициенты 𝑎
(𝜁)
𝑎 являются 𝑐-числами,
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а не операторами, как в квантовой теории поля. Это означает, что этот метод

можно назвать описанием осцилляций нейтрино с помощью классической тео

рии поля, поскольку вторично квантованные нейтринные волновые функции не

используются.

Помимо решения концептуальных проблем связанных с осцилляциями ней

трино, метод релятивистской квантовой механики может применяться для опи

сания нейтринных осцилляций не только в вакууме (см. разд. 1.1), но и в фоно

вом веществе (см. разд. 1.2), а также спин-флейворных осцилляций во внешнем

магнитном поле (в разд. 1.3) и в комбинации фонового вещества и магнитного

поля (см. раздел 1.4). Заметим, что в этом формализме можно описывать ос

цилляции как дираковских, так и майорановских нейтрино (см. разд. 1.7 и 1.8).

Когда изучается эволюция нейтрино во внешнем поле, используются точ

ные решения волновых уравнений в этом внешнем поле. Именно почему предло

женный подход справедлив для произвольной напряженности внешнего поля.

Более того, эволюция смешанных нейтрино обычно описывается в базисе мас

совых собственных состояний. В общем случае, внешние поля, такие как взаи

модействие с фоновым веществом или с внешним электромагнитным полем, не

являются диагональными в этом базисе (см. формулы (1.25) и (1.45)). Таким

образом, собственные массовые состояния нейтрино не являются независимыми

в присутствии внешнего поля (см., например, уравнение (1.68)). Тем не менее в

рамках метода релятивистской квантовой механики удается описывать и подоб

ные связанные массовые состояния нейтрино и получать результаты которые

согласуются со стандартным квантово-механическим подходом.

Используя метод релятивистской квантовой механики была сделана попыт

ка описать переходы между нейтрино и антинейтрино (см. формулу (1.112)). В

результате была получена соответствующая формула для вероятности перехо

да, которая напоминает ранее выведенные соотношения [41,176]. Однако, в слу

чае майорановских нейтрино, частицы идентичны своим античастицам. Состо

яния античастиц наиболее однозначно интерпретируются в рамках квантовой
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теории поля. Таким образом, подход для описания осцилляций между нейтрино

и антинейтрино, основанный на классической физике, может содержать внут

ренние противоречия. Именно почему в разд. 1.10 был использован метод кван

товой теории поля для изучения переходов между майорановскими нейтрино и

антинейтрино в фоновом веществе. Отметим, что аналогичный метод описания

осцилляций нейтрино в вакууме ранее использовался в статьях [41,42,179].

Следует отметить, что осцилляции между нейтрино и антинейтрино экви

валентны (0𝜈2𝛽)-распаду [27]. В этом процессе два нуклона внутри ядра обмени

ваются виртуальным майорановским нейтрино. Именно почему важно изучить

влияние плотного ядерного вещества на процесс распространения майоранов

ского нейтрино.

Была рассмотрена ситуация, когда взаимодействие с веществом диагональ

но в базисе массовых собственных состояний, т.к. случай недиагонального про

пагатора нейтрино довольно сложно анализировать аналитически. Тем не менее

было обнаружено, что этот тип взаимодействия с веществом может подавлять

переходы между нейтрино и антинейтрино. Более того, в случае гипотетическо

го очень тяжелого майорановского нейтрино, вероятность перехода стремится

к нулю (см. формулы (1.140) и (1.141)). Это означает, что нельзя подтвердить

наличие подобных тяжелых нейтрино изучая (0𝜈2𝛽)-распад.

В разделах 1.5, 1.6 и 1.9 были рассмотрены несколько приложений резуль

татов, полученных с помощью метода релятивистской квантовой механики, для

исследования астрофизических нейтрино, излучаемых во время взрыва СН.

Сначала были изучены спин-флейворные осцилляции дираковских (в разд. 1.5)

и майорановских (см. разд. 1.9) нейтрино в расширяющейся оболочке под дей

ствием магнитного поля звезды. Было обнаружено, что для дираковских ней

трино усиление нейтринных осцилляций может быть достигнуто в умеренном

магнитном поле (см. рис. 1.2(d)-1.4(d)]. В случае же майорановских нейтри

но, их осцилляции могут быть усилены только в сильном магнитном поле (см.

рис. 1.5(b), (d) и (f)).
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В разделе 1.6 исследуется еще один канал осцилляций астрофизических

нейтрино. Была изучена возможность спин-флейворных осцилляций между элек

тронными и дополнительными квазивырожденными по массе стерильными ней

трино. Было получено, что поправка (1.82) к эффективному гамильтониану (1.81),

найденная в рамках релятивистской квантовой механики, приводит к появле

нию нового резонанса в этом канале осцилляций.
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Глава 2

Сильные магнитные и гипермагнитные поля в

ранней вселенной

В данной главе рассматривается эволюция гипермагнитных и магнитных

полей в ранней вселенной до и после ЭСФП, а также ряд приложений, таких

как генерация лептонной и барионной асимметрий и влияние турбулентности

вещества на динамику киральных частиц в горячей плазме. В частности, бу

дут рассмотрены следующие вопросы. В разд. 2.1 будет получен однопетлевой

вклад виртуальных заряженных лептонов в поляризационный оператор фотона

с использованием точного пропагатора заряженного лептона, вычисленного в

приложении Г на основе эффективного взаимодействия между нейтрино и леп

тонами в присутствии 𝜈𝜈-газа. Затем в разд. 2.2, используя теорию возмущений

с мнимым временем, вычисляется наиболее общий вклад плазмы в поляризаци

онный оператор. Полученные результаты проанализированы в случаях класси

ческой плазмы с низкой температурой и плотностью, а также для горячей и

вырожденной релятивистской плазмы.

В разд. 2.3 рассмотрены некоторые применения вычисленного поляриза

ционного оператора для описания эволюции магнитных полей в горячей ре

лятивистской плазме ранней Вселенной (см. разд. 2.3.2). В подобной космоло

гической плазме, в которой может существовать достаточное число нейтрино,

обнаруживается неустойчивость магнитного поля, обусловленная нейтринной

асимметрией Δ𝑛𝜈 = 𝑛𝜈 − 𝑛𝜈 ̸= 0. Анализ неустойчивости космического магнит

ного поля основан на решения уравнения Фарадея, модифицированного вкла

дом СМ. Подобное решение для трехмерной конфигурации магнитного поля с

максимальной магнитной спиральностью получено в Приложении Д.

Далее, в разд. 2.4-2.5.2, рассматривается влияние МГД-турбулентности на

динамику киральных частиц в горячей плазме ранней вселенной. Сначала, в
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разделе 2.4 производится упрощение уравнения Навье-Стокса. При этом поле

скоростей плазмы v, входящее в слагаемое динамо в уравнении Фарадея, заме

няется на выражение пропорциональное силе Лоренца, как предложено в ста

тье [181]. Затем в разд. 2.5 выводится система уравнений МГД, описывающих

эволюцию спектров плотности магнитного поля и магнитной спиральности с

учетом МГД турбулентности. При определенных предположениях можно пред

ставить данные кинетические уравнения в виде интегральных уравнений (см.

разд. 2.5.1). В разд. 2.5.2 выведенные нелинейные кинетические уравнения ре

шены численно.

Наконец, в разд. 2.6-2.9, рассматривается эволюция гипермагнитных по

лей до ЭСФП с учетом левых лептонов, хиггсовских бозонов и сфалеронных

переходов. Одной из целей данного исследования является более тщательный

анализ начального параметра киральной аномалии Δ𝜇(𝑇EW), возникающего в

гипермагнитных полях перед ЭСФП и учитывающего прямые и обратные рас

пады хиггсовских бозонов, которые влияют на эволюцию киральностей правых

и левых электронов и позитронов. Кроме того, сфалеронные процессы, которые,

как известно, выключаются после ЭСФП, являются активными в симметрич

ной фазе при 𝑇 > 𝑇EW, и поэтому их следует учитывать, поскольку лептонные

и барионные числа нарушаются даже в отсутствие гипермагнитного поля.

В разд. 2.6 формулируются условия равновесия в симметричной фазе пер

вичной плазмы и обосновывается соответствующий набор химических потенци

алов. Далее, в разд. 2.7, выводятся кинетические уравнения для соответству

ющих асимметрий правых и левых электронов (позитронов) при наличии абе

левых аномалий для фермионов, а также кинетическое уравнение для асим

метрии хиггсовских бозонов, учитывающее как обратные, так и для прямые

их распады. Такой более расширенный кинетический подход, по сравнению со

статьей [59], позволяет исправить значение Δ𝜇(𝑇EW) с учетом асимметрии хигг

совских бозонов.

В разд. 2.7.1 анализируются законы сохранения и вычисляется БАВ про
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исходящая из лептогенезиса в гипермагнитных полях. В разд. 2.8 кинетические

уравнения для всех лептонных и хиггсовской асимметрий решены как аналити

чески (пренебрегая гиперзарядовым полем), так и численно, учитывая гипер

магнитные поля. В разд. 2.9 проанализирована эволюция параметра киральной

аномалии Δ𝜇(𝑡) в симметричной фазе вплоть до 𝑡 = 𝑡EW.

Наконец, в разд. 2.10 кратко обсуждаются результаты данной главы. Дета

ли вывода кинетических уравнений для спектров с учетом МГД-турбулентности

приведены в Приложении Е.

2.1. Тензор поляризации фотонов в 𝜈𝜈 газе

В этом разделе вычисляется вклад взаимодействия нарушающего четность

в тензор поляризации в присутствии 𝜈𝜈 газа. Следует отметить, что фотоны

не взаимодействуют непосредственно с нейтрино, т.к. нейтрино является элек

трически нейтральной частицой1. Таким образом, 𝜈𝛾 взаимодействие должно

осуществляться опосредовано через заряженные лептоны, обозначаемыми как

𝑙, которые в данном разделе считаются виртуальными частицами. Будем учи

тывать 𝜈𝑙 взаимодействие в пропагаторах лептонов в приближении внешнего

среднего поля 𝑓𝜇L,R = (𝑓 0L,R, fL,R) (см. Приложение Г).

Представляет особенный интерес случай изотропного 𝜈𝜈 газа, в котором

fL = fR = 0, а ненулевые величины 𝑓 0L,R заданы в формуле (Г.5). В этой ситуации

наиболее общее выражение для тензора поляризации имеет вид [182],

Π𝜇𝜈(𝑘) =

(︂
𝑔𝜇𝜈 −

𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑘2

)︂
ΠT + 𝑒𝜇𝑒𝜈ΠL + i𝜀𝜇𝜈𝛼𝛽𝑘

𝛼(𝑓𝛽L − 𝑓𝛽R)ΠP

𝑒𝜇 =
1√︀

𝑘20 − k2

(︂
|k|, 𝑘0

k

|k|
,

)︂
, 𝑒𝜇𝑘𝜇 = 0, 𝑒𝜇𝑒𝜇 = −1, (2.1)

где 𝑘𝜇 = (𝑘0,k) – импульс фотона, 𝑔𝜇𝜈 = diag(+1,−1,−1,−1) – метрический

тензор в пространстве Минковского, 𝜀𝜇𝜈𝛼𝛽 – абсолютный антисимметричный
1 В этом разделе не учитывается магнитный момент нейтрино рассмотренный в главе 1.
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Рис. 2.1. Диаграмма Фейнмана для однопетлевого вклада в поляризационный оператор за

данная формулой (2.2). Пропагаторы лептонов показаны в виде широких прямых линий и

соответствуют формуле (Г.8).

тензор, имеющий 𝜀0123 = +1, а ΠT,L,P – формфакторы фотона. Поскольку изу

чаются эффекты нарушения четности, необходимо проанализировать формфак

тор Π2 = (𝑓 0L − 𝑓 0R)ΠP. В данном разделе предполагается, что единственными

частицами, находящимися на массовой поверхности, являются нейтрино. Поэто

му добавим индекс 𝜈 к формфакторам фотона, например, Π2 → Π
(𝜈)
2 и т.д.

Однопетлевой вклад в поляризационный оператор схематично показан на

рисунке 2.1.Пропагаторы лептонов представлены широкими линиями, посколь

ку в расчетах учитываются внешние поля 𝑓𝜇L,R. Заметим, что будет рассматри

ваться вклад в Π
(𝜈)
𝜇𝜈 линейный по внешним полям 𝑓𝜇L,R. Выражение для Π

(𝜈)
𝜇𝜈 ,

которое приводит к ненулевому Π
(𝜈)
P в формуле (2.1), имеет вид,

Π(𝜈)
𝜇𝜈 = i𝑒2

∫︁
d4𝑝

(2𝜋)4
tr {𝛾𝜇𝑆0(𝑝+ 𝑘)𝛾𝜈𝑆1(𝑝) + 𝛾𝜈𝑆0(𝑝)𝛾𝜇𝑆1(𝑝+ 𝑘)} , (2.2)

где 𝑒 – электрический заряд лептона 𝑙, а пропагаторы 𝑆0,1(𝑝) приведены в фор

муле (Г.8). Необходимо упомянуть, что ранее аналогичное вычисление поляри

зационного оператора фотона в среде из нейтрино и электронов было выполнено

в работе [183]

Следы матриц Дирака в формуле (2.2) можно вычислить, используя сле

дующие выражения:

tr(𝛾𝜇𝛾𝛼𝛾𝜈𝛾𝛽𝛾
5) = −4i𝜀𝜇𝛼𝜈𝛽,

tr
{︀
𝛾𝜇(̸ 𝑝+ ̸ 𝑘 +𝑚)𝛾𝜈𝜎𝛼𝛽𝛾

5(̸ 𝑝+𝑚)
}︀

= 4
{︀
𝜀𝜇𝜈𝛼𝛽

[︀
𝑚2 − 𝑝2 − (𝑘𝑝)

]︀
− 𝑘𝜆 [𝜀𝛼𝛽𝜈𝜆𝑝𝜇 − 𝜀𝛼𝛽𝜇𝜆𝑝𝜈]

}︀
,
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tr
{︀
𝛾𝜈 (̸ 𝑝− ̸ 𝑘 +𝑚)𝛾𝜇𝜎𝛼𝛽𝛾

5(̸ 𝑝+𝑚)
}︀

= 4
{︀
𝜀𝜇𝜈𝛼𝛽

[︀
𝑝2 −𝑚2 − (𝑘𝑝)

]︀
− 𝑘𝜆 [𝜀𝛼𝛽𝜈𝜆𝑝𝜇 − 𝜀𝛼𝛽𝜇𝜆𝑝𝜈]

}︀
. (2.3)

Чтобы вывести формулу (2.3), используется тот факт, что 𝜎𝛼𝛽𝛾5 = i
2𝜀𝛼𝛽𝜆𝜌𝜎

𝜆𝜌.

Используя размерную регуляризацию, можно выразить Π
(𝜈)
2 в форме,

Π
(𝜈)
2 =(𝑓 0L − 𝑓 0R)

𝑒2

8𝜋2

∫︁ 1

0

d𝑥

(︂
4𝜋𝜆2

𝑀 2

)︂𝜀

×
[︂
Γ(𝜀)(5− 18𝑥+ 12𝑥2)− Γ(1 + 𝜀)

8𝑘2𝑥2(1− 𝑥)2

𝑚2 − 𝑘2𝑥(1− 𝑥)

]︂
, (2.4)

где 𝑀 2 = 𝑚2 − 𝑘2𝑥(1 − 𝑥), Γ(𝑧) – гамма функция Эйлера, а величины 𝜀 и 𝜆

– стандартные параметры при размерной регуляризации. Рассматривая предел

𝜀→ 0 и используя тот факт, что Γ(𝜀) ≈ 1
𝜀+𝛾, где 𝛾 ≈ 0.577, можно представить

Π
(𝜈)
2 в форме,

Π
(𝜈)
2 = −(𝑓 0L − 𝑓 0R)

𝑒2

4𝜋2
𝑘2

𝑚2

∫︁ 1

0

d𝑥
𝑥(1− 𝑥)

1− 𝑘2

𝑚2𝑥(1− 𝑥)
. (2.5)

Следует отметить, что формула (2.5) не содержит ультрафиолетовых расходи

мостей.

Как показано в работе [184], вклад в поляризационный оператор, вычис

ленный в рамках эффективной теории, которая содержит взаимодействие, на

рушающее четность, является конечным, но может зависеть от используемой

схемы регуляризации. Основываясь на соотношении (2.5), находим, что Π
(𝜈)
2 = 0

при 𝑘2 = 0, что согласуется с общим анализом, сделанным в статье [185] для

CPT-нечетной калибровочно-инвариантной эффективной теории. Отметим так

же, что Π
(𝜈)
2 в формуле (2.5) совпадает с результатом работы [182], где исполь

зовалась более фундаментальная теория Вайнберга-Салама. Более того, тот

факт, что Π
(𝜈)
2 обращается в ноль при 𝑘2 = 0, также согласуется с выводами

статьи [186] где было показано, что взаимодействие между нейтрино и фото

нами отсутствует в низшем порядке по постоянной Ферми. Тем не менее, как

показано в статьях [187, 188], амплитуда рассеяния 𝜈𝛾 → 𝜈𝛾 имеет ненулевое

значение в двухпетлевом приближении.
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2.2. Вклад плазменных эффектов в тензор поляризации

В этом разделе изучается прямой вклад заряженных лептонов в формфак

тор фотонов Π2, соответствующий взаимодействию с фоновыми нейтрино, на

рушающему четность. Масса лептонов считается отличной от нуля, что являет

ся существенным, например, в случае классической нерелятивистской плазмы.

Таким образом, не предполагается, что лептоны являются киральными части

цами. Для релятивистской плазмы используется эффективная масса лептона

𝑚eff(𝑇, 𝜇) [189] в дисперсионном соотношении для фотонов, см. ниже форму

лу (2.13), что также отличает применяемый подход от метода использующего

киральные лептоны.

Таким образом, в этом разделе получено общее выражение для Π2 с уче

том как температуры, так и химического потенциала заряженных лептонов.

Это означает, что данные лептоны теперь не являются виртуальными частица

ми. Аналогично учитывается дисперсионное соотношение фотона 𝑘0 = 𝑘0(k) в

этой плазме. На основе общих результатов обсуждаются случаи классической

плазмы с низкой температурой и низкой плотностью, а также горячей реляти

вистской и вырожденной релятивистской плазмы.

Если изучается распространение фотонов в плазме заряженных лептонов

с ненулевой температурой и плотностью, то дисперсионное соотношение фото

на отличается от вакуумного, 𝑘2 = 𝑘20 − k2 ̸= 0. Как видно из уравнения (2.5),

в этом случае Π
(𝜈)
2 ̸= 0. Однако необходимо также оценить прямой вклад ча

стиц плазмы в данный коэффициент за счет взаимодействия нарушающего чет

ность. Можно определить его как Π
(𝜈𝑙)
2 аналогично разд. 2.1. Таким образом,

будем исследоваться система, состоящая из реальных лептонов 𝑙 на массовой

поверхности и реального 𝜈𝜈 газа. Наличие 𝜈 и 𝜈 существенно, так как имен

но эти частицы обеспечивают ненулевой вклад в формфактор, нарушающий

четность, основанный на взаимодействии между лептонами и нейтрино.

Выражение для вклада в поляризационный оператор от плазмы не вирту
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альных лептонов можно получить, если сделать следующую замену в форму

ле (2.2) (см. книгу [190]):

i

∫︁
d𝑝0

2𝜋
→ 𝑇

∑︁
𝑛

, 𝑝0 = (2𝑛+ 1)𝜋𝑇 i + 𝜇, 𝑛 = 0,±1,±2, . . . , (2.6)

где 𝑇 и 𝜇 – температура и химический потенциал лептонной плазмы. В принци

пе, можно рассматривать общую ситуацию, когда 𝑇 и 𝜇 отличаются от 𝑇𝜈𝛼 и 𝜇𝜈𝛼,

которые определены в уравнении (Г.4). Однако в разд. 2.3, где изучается приме

нение полученных результатов, рассматривается система в термодинамическом

равновесии. Таким образом, в дальнейшем будем предполагать, что 𝑇 = 𝑇𝜈, где

𝑇𝜈 – температура 𝜈𝜈-газа, одинаковая для всех нейтринных флейворов. Тем не

менее, 𝜇 и 𝜇𝜈𝛼 будут предполагаться различными.

Используя уравнения (2.2), (2.3), (2.6) и (Г.8), а также определение эффек

тивных химических потенциалов 𝜇± = 𝜇− (𝑓 0L + 𝑓 0R)/2± 𝑘0𝑥, можно выразить

Π
(𝜈𝑙)
2 в следующем виде:

Π
(𝜈𝑙)
2 =− 𝑒2(𝑓 0L − 𝑓 0R)

2

∫︁ 1

0

𝑑𝑥

∫︁
d3𝑝

(2𝜋)3
1

ℰ3
p

×
{︂

1

exp[𝛽(ℰp − 𝜇+)] + 1
+

1

exp[𝛽(ℰp + 𝜇+)] + 1

+
𝛽ℰp
2

[︂
1

cosh[𝛽(ℰp − 𝜇+)] + 1
+

1

cosh[𝛽(ℰp + 𝜇+)] + 1

]︂
− (1− 𝑥)

[︂
1

ℰ2
p

(︂
p2

[︂
1− 5

3
𝑥

]︂
−
[︀
𝑘2𝑥(1− 𝑥) +𝑚2

]︀
𝑥

)︂(︁
𝐽
(+)
0 + 𝐽

(−)
0

)︁
+ 𝛽𝑘0𝑥(1− 2𝑥)

(︁
𝐽
(+)
1 − 𝐽

(−)
1

)︁
+ 𝑥

(︁
𝐽
(+)
2 + 𝐽

(−)
2

)︁]︂}︂
, (2.7)

где

𝐽
(±)
0 =3

{︂
1

exp[𝛽(ℰp + 𝜇±)] + 1
+

1

exp[𝛽(ℰp − 𝜇±)] + 1
(2.8)

+
𝛽ℰp
2

[︂
1 + 𝛽ℰp tanh[𝛽(ℰp + 𝜇±)/2]/3

1 + cosh[𝛽(ℰp + 𝜇±)]
+

1 + 𝛽ℰp tanh[𝛽(ℰp − 𝜇±)/2]/3

1 + cosh[𝛽(ℰp − 𝜇±)]

]︂}︂
,

𝐽
(±)
1 =− 1

2

{︂
1 + 𝛽ℰp tanh[𝛽(ℰp + 𝜇±)/2]

1 + cosh[𝛽(ℰp + 𝜇±)]
− 1 + 𝛽ℰp tanh[𝛽(ℰp − 𝜇±)/2]

1 + cosh[𝛽(ℰp − 𝜇±)]

}︂
,
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𝐽
(±)
2 =−

{︂
1

exp[𝛽(ℰp + 𝜇±)] + 1
+

1

exp[𝛽(ℰp − 𝜇±)] + 1

+
𝛽ℰp
2

[︂
1− 𝛽ℰp tanh[𝛽(ℰp + 𝜇±)/2]

1 + cosh[𝛽(ℰp + 𝜇±)]
+

1− 𝛽ℰp tanh[𝛽(ℰp − 𝜇±)/2]

1 + cosh[𝛽(ℰp − 𝜇±)]

]︂}︂
.

Здесь ℰp =
√︀

p2 +𝑀 2, 𝛽 = 1/𝑇 , а 𝑀 2 определено в разд. 2.1. Чтобы полу

чить формулы (2.7) и (2.8), предполагается, что 𝑘2 < 4𝑚2, т.е. не происходит

рождение 𝑙�̄�-пар.

Следует отметить, что при выводе уравнений (2.7) и (2.8) точно учиты

вается масса лептона 𝑚. Таким образом, заряженные лептоны не считаются

кирально поляризованными. Это означает, что неустойчивость магнитного по

ля, обсуждаемая далее в разделе 2.3, которая получается из ненулевого Π2 =

Π
(𝜈)
2 + Π

(𝜈𝑙)
2 порождается скорее нейтринной асимметрией (𝑛𝜈 − 𝑛𝜈) ̸= 0, чем

киральной асимметрией заряженных лептонов ∼ (𝜇R−𝜇L) ̸= 0, как, например,

в работах [104,124,191].

2.2.1. Классическая плазма низкой плотности

Рассмотрим сначала случай плазмы с низкой плотностью лептонов, что

соответствует 𝑘2 ≪ 𝑚2. Используя общие соотношения (2.7) и (2.8) в пределе

max(𝑘20,k
2) ≪ 𝑚2, получаем, что

Π
(𝜈𝑙)
2 =− 7

6
𝑒2(𝑓 0L − 𝑓 0R)

∫︁
d3𝑝

(2𝜋)3
1

ℰ3
p

×
{︂
𝑚2

ℰ2
p

[︂
1

exp[𝛽(ℰp − 𝜇)] + 1
+

1

exp[𝛽(ℰp + 𝜇)] + 1

]︂
+
𝑚2𝛽

2ℰp

[︂
1

cosh[𝛽(ℰp − 𝜇)] + 1
+

1

cosh[𝛽(ℰp + 𝜇)] + 1

]︂
− 𝛽2p2

6

[︂
tanh[𝛽(ℰp − 𝜇)/2]

cosh[𝛽(ℰp − 𝜇)] + 1
+

tanh[𝛽(ℰp + 𝜇)/2]

cosh[𝛽(ℰp + 𝜇)] + 1

]︂}︂
, (2.9)

где ℰp =
√︀

p2 +𝑚2, поскольку дисперсия фотона в плазме не учитывается.

Заметим, что в Π
(𝜈𝑙)
2 в формуле (2.9) точно учтены 𝑇 и 𝜇.

Для оценки значений Π
(𝜈)
2 и Π

(𝜈𝑙)
2 рассмотрим предел низкой температуры:

𝑇 ≪ 𝑚. Отождествим 𝑙 с электроном и предположим, что электронный газ
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имеет классическое распределение Максвелла. Для такой среды получаем, что

𝑘2 = 4𝜋𝛼em𝑛𝑒/𝑚, где 𝛼em = 𝑒2/4𝜋 = 7.3× 10−3 – постоянная тонкой структуры,

а 𝑛𝑒 – плотность плазмы фоновых электронов. Более того, для классическо

го электронного газа, получаем, что 𝜇 = 𝑚 + 𝑇 ln
[︁
𝑛𝑒

𝑔𝑠

(︀
2𝜋
𝑚𝑇

)︀3/2]︁, где 𝑔𝑠 = 2 –

число спиновых степеней свободы электрона. Используя формулы (2.5) и (2.9),

получаем, что

Π̃
(𝜈)
2 = −2𝛼2

em

3
(𝑓 0L − 𝑓 0R)

𝑛𝑒
𝑚3

, Π̃
(𝜈𝑙)
2 = −7𝜋𝛼em

3
(𝑓 0L − 𝑓 0R)

𝑛𝑒
𝑚3

, (2.10)

где добавлена тильда над Π
(𝜈,𝜈𝑙)
2 , чтобы подчеркнуть, что эти величины соответ

ствуют реальным фотонам в плазме (плазмонам), а не виртуальным фотонам.

В дальнейшем тильда будет опущена, чтобы не усложнять обозначения.

Видно, что Π
(𝜈𝑙)
2 в выражении (2.10) в 7𝜋

2𝛼em
∼ 103 раз больше, чем Π

(𝜈)
2 .

Заметим, что для классической нерелятивистской плазмы, соответствующей

𝑚 ≫ max(|p|, 𝑇 ), интегралы в последних двух строках уравнения (2.9) сокра

щают друг друга, тогда как интеграл в первой строке приводит к выражению

для Π
(𝜈𝑙)
2 в соотношении (2.10).

Изучим полученное выражение для Π2 в статическом пределе 𝑘0 = 0. Если

обсуждается ситуация, когда в поляризационный оператор дают вклады только

виртуальные заряженные лептоны, то необходимо положить 𝑛𝑒 → 0 в форму

ле (2.10). Этот предел эквивалентен 𝑘2 → 0. Используя соотношение (2.10),

получаем, что Π2 → 0. Данный результат согласуется с выводами работы [186],

где было обнаружено, что однопетлевой вклад во взаимодействие нейтрино и

фотонов должен исчезать. Ведущий ненулевой вклад в Π2 в случае, когда заря

женные лептоны являются виртуальными частицами, т.е. когда влияние плаз

мы, задаваемое формулами (2.7) и (2.8), не учитывается, был получен в ра

ботах [187, 188]. Используя результаты статьи [187, 188], находим, что в этой

ситуации Π2 ∼ 𝛼em𝐺F/𝑀
4
W, где 𝑀W – масса 𝑊 бозона.
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2.2.2. Горячая релятивистская плазма

Дисперсионное соотношение для поперечных волн в релятивистской плаз

ме имеет вид [189],

𝑘20 = k2 + 𝜔2
𝑝

(︂
3𝑘20
2k2

)︂[︂
1− (𝑘20 − k2)

𝑘20

(︂
𝑘0
2|k|

)︂
ln
𝑘0 + |k|
𝑘0 − |k|

]︂
. (2.11)

Плазменную частоту 𝜔𝑝 можно найти из следующего выражения:

𝜔2
𝑝 =

4𝛼em

𝜋

∫︁ ∞

0

d𝑝
p2

ℰ2
p

(︂
1− 𝑣2

3

)︂
×
[︂

1

exp[𝛽(ℰp + 𝜇)] + 1
+

1

exp[𝛽(ℰp − 𝜇)] + 1

]︂
, (2.12)

где 𝑣 = |p|/ℰp.

Используя формулу (2.12) в релятивистском пределе 𝑇 ≫ max(𝑚,𝜇), по

лучаем, что 𝜔2
𝑝 = 4𝛼em𝜋𝑇

2/9. Трансцендентное уравнение (2.11) может быть

явно разрешено, если рассматривать длинные волны с 𝑘20 ≫ k2. В этой ситуа

ции дисперсионное соотношение имеет вид, 𝑘2 = 𝜔2
𝑝.

Следует отметить, что масса электрона в плазме может значительно отли

чаться от своего значения в вакууме. Радиационные поправки к массе электрона

изучались в работах [192,193]. Таким образом, если рассматривается плотная и

горячая плазма, необходимо заменить2

𝑚2 → 𝑚2
eff =

𝑒2

8𝜋2
(𝜇2 + 𝜋2𝑇 2), (2.13)

в формулах (2.5), (2.7) и (2.8). Заметим, что соотношение (2.13) справедливо как

для 𝑇 ≫ 𝜇, так и для 𝜇≫ 𝑇 . Учитывая дисперсионное отношение и выражение

для 𝜔𝑝, получаем, что 𝑘2 < 4𝑚2
eff в горячей релятивистской плазме.

Представим Π2 как

Π2 =
𝛼em

𝜋
(𝑓 0L − 𝑓 0R)𝐹, (2.14)

2 В промежуточных случаях, когда 𝑚𝑒 ∼ 𝑚eff , в плазме как с 𝜇 ̸= 0 так и с 𝑇 ̸= 0 эффективная масса

электрона должна приниматься равной 𝑚𝑒/2 + (𝑚2
𝑒/4 +𝑚2

eff)
1/2, см. работу [189].
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Рис. 2.2. Функция 𝐹 в зависимости от 𝑘0. (a) Горячая релятивистская плазма. (b) Вырож

денная релятивистская плазма.

где 𝐹 – безразмерная функция, зависящая от 𝑘0/𝑇 . Заметим, что Π2 в фор

муле (2.14) включает в себя вклады формул (2.5) и (2.7). С учетом выраже

ния (2.13), на рис. 2.2(a) представим поведение 𝐹 в зависимости от 𝑘0/𝑇 . В

дальнейшем изучается предел длинных волн, в котором 𝑘0 ≈ 𝜔𝑝 ≈ 0.1𝑇 . Таким

образом, наиболее интересны значения 𝐹 , соответствующие 𝑘0 ≪ 𝑇 .

На рис. 2.2 (a) видно, что для горячей релятивистской плазмы Π2 отлична

от нуля в статическом пределе: 𝐹 (𝑘0 → 0) ≈ −0.18. Однако это ненулевое

значение сильно зависит от закона дисперсии фотона в такой плазме.

2.3. Неустойчивость магнитных полей в релятивистской

плазме, обусловленная нейтринной асимметрией

Ниже рассмотрен случай, в котором ключевой роль играет член ЧС Π2

в поляризационном операторе фотона Π𝜇𝜈. Ненулевой коэффициент Π2 приво

дит к 𝛼-динамо усилению (неустойчивости) затравочного магнитного поля даже

без вихревого движения вещества или любого типа вращения в плазме, которые

обычно используются в стандартном МГД-подходе для 𝛼Ω-динамо [116]. Будет

рассмотрена горячая плазма ранней Вселенной с температурой 𝑇 ≫ max(𝑚𝑒, 𝜇)

до закалки нейтрино при 𝑇 > 𝑇dec ≃ (2÷3)MeV. При этом нейтрино находятся
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в равновесии с плазмой. Для этих приложений используется результат получен

ный в выражении (2.14).

Сначала, в разд. 2.3.1 выводится уравнение Фарадея, обобщенное с учетом

вкладов СМ, чтобы найти те параметры, которые приводят к неустойчивости

B. Соответствующие эволюционные уравнения для спектров плотности магнит

ной спиральности ℎ(𝑘, 𝑡) и плотности магнитной энергии 𝜌B(𝑘, 𝑡), выведенные в

Приложении Д, позволяют интерпретировать решение уравнения Фарадея для

случая максимальной плотности спиральности, подчиняющегося неравенству

ℎ(𝑘, 𝑡) ≤ 2𝜌B(𝑘, 𝑡)/𝑘 [194]. Здесь ℎ(𝑡) =
∫︀
d𝑘ℎ(𝑘, 𝑡) = 𝑉 −1

∫︀
d3𝑥(A · B) – плот

ность магнитной спиральности, а 𝜌B(𝑡) =
∫︀
d𝑘𝜌B(𝑘, 𝑡) = 𝐵2(𝑡)/2 – плотность

магнитной энергии в равномерной и изотропной среде.

В разд. 2.3.2 определяется нижняя граница нейтринной асимметрии, обес

печивающей рост космического магнитного поля в причинном сценарии. Небезын

тересным является сравнение такого предела с верхней границей асимметрии

между электронными нейтрино и антинейтрино |𝜉𝜈𝑒| ≤ 0.07, заданное ограни

чением первичного нуклеосинтеза [195]. Таким образом, будут рассматриваться

магнитные поля в средах с большим количеством нейтрино (антинейтрино), где

существует ненулевая нейтринная асимметрия.

2.3.1. Обобщенное уравнение Фарадея в стандартной модели

Существование нейтринной асимметрии, учитывающей разность эффек

тивных потенциалов заданных в формуле (Г.5),

𝑓 0L − 𝑓 0R = 2
√
2𝐺F

[︃
Δ𝑛𝜈𝑒 −

1

2

∑︁
𝛼

Δ𝑛𝜈𝛼

]︃
, (2.15)

приводит к ненулевому вкладу нарушающему четность в поляризационном опе

раторе фотона Π𝑖𝑗(𝜔,k) = i𝜀𝑖𝑗𝑛𝑘
𝑛Π2(𝜔,𝐾), где Π2 дано в соотношении (2.14) и

𝜔 ≡ 𝑘0.

Поляризационный член ЧС в выражении (2.14) соответствует индуциро
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ванному псевдовекторному току в представлении Фурье,

j5(𝜔,k) = Π2(𝜔, 𝑘)B(𝜔,k), (2.16)

входящему в обобщенное уравнение Максвелла в СМ

ik×B(𝜔,k) + i𝜔E(𝜔,k) = j(𝜔,k) + j5(𝜔,k). (2.17)

Выражая омический ток как j(𝜔,k) = 𝜎condE(𝜔,k), затем пренебрегая током

смещения в левой части уравнения (2.17), что является стандартным допущени

ем в МГД-подходе, для которого 𝜔 ≪ 𝜎cond
3, и, наконец, используя тождество

Бьянки k×E = 𝜔B, получаем обобщенное уравнение Фарадея в СМ в коорди

натном представлении,
𝜕B

𝜕𝑡
= 𝛼∇×B+ 𝜂∇2B, (2.18)

где 𝛼 – параметр отвечающий за динамо усиление магнитного поля,

𝛼 =

(︂
Π2

𝜎cond

)︂
, (2.19)

а 𝜂 = (𝜎cond)
−1 – коэффициент магнитной диффузии.

Здесь используется длинноволновое приближение для крупномасштабных

магнитных полей, в котором формфактор Π2(𝑘0, 𝑘 = 0) по крайней мере равно

мерен, поскольку 𝑘 → 0, и почти стационарен, так как функция 𝐹 (𝑥) зависит

от малого отношения 𝑥 = 𝑘0/𝑇 ≪ 1 или 𝑥 = 𝑘0/𝜇 ≪ 1. Например, в длин

новолновом пределе 𝑘 ≪ 𝜔𝑡 поперечные плазмоны (фотоны) имеют спектр

𝑘20 ≡ 𝜔2
𝑡 = 𝜔2

𝑝 + k2 ≈ 𝜔2
𝑝 = 4𝜋𝛼em𝑇

2/9 в горячей плазме (𝑇 ≫ max[𝜇,𝑚𝑒])

и 𝑘20 ≡ 𝜔2
𝑡 = 𝜔2

𝑝 + k2 ≈ 𝜔2
𝑝 = 4𝛼em𝜇

2/3𝜋 в ультрарелятивистском вырожденном

электронном газе (𝜇 ≫ max[𝑚𝑒, 𝑇 ]) [189] (см. выражания для спектров в фор

мулах (2.11) и (3.67)). В релятивистской плазме это приближение соответствует
3 Проводимость 𝜎cond = 𝜔2

𝑝/𝜈coll = 4𝜋𝛼em𝑇
2/9𝜈coll ∼ 𝑇/𝛼em ∼ 100𝑇 Зависит от частоты кулоновских

столкновений 𝜈coll = 𝜎Coul𝑛𝑒 = [4𝜋𝐿𝛼2
em/9𝑇

2]𝑛𝑒 ∼ 𝛼2
em𝑇 . Здесь используются значения для электронной

плотности 𝑛𝑒 = 0.183𝑇 3 в горячей плазме и 𝐿 ∼ 10 для кулоновского логарифма. Очевидно, что условие

применимости МГД, 𝜔 = 𝜔𝑡 ≪ 𝜎cond, выполняется для вывода уравнения (2.18).
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пренебрежимо малой пространственной дисперсии, 𝑘0 ≫ 𝑘⟨𝑣⟩ ∼ 𝑘, где следует

считать 𝑣 = 1 как в горячей, так и в вырожденной релятивистской плазме.

Здесь 𝑘 = |k| – волновое число. Таким образом, отношение 𝑘0/𝑇 ∼ 0.1 или

𝑘0/𝜇 ∼ 0.06 позволяет рассматривать Π2 ≈ const без временной и простран

ственной дисперсии в зависимости от температуры 𝑇 , в горячей плазме ранней

Вселенной, или химического потенциала 𝜇, в вырожденном электронном газе в

СН. Случай вырожденного электронного газа будет исследован ниже в главе 3.

2.3.2. Усиление магнитного поля в ранней Вселенной и нижняя

граница нейтринной асимметрии

В горячей плазме ранней Вселенной параметр неустойчивости магнитного

поля 𝛼 в уравнении Фарадея (2.18) принимает форму,

𝛼(𝑇 ) =
Π2(𝑇 )

𝜎cond(𝑇 )
=
𝛼em𝐺F

√
2𝑇 2𝐹 (𝑘0/𝑇 )

6𝜋𝜎𝑐

[︀
𝜉𝜈𝑒 − 𝜉𝜈𝜇 − 𝜉𝜈𝜏

]︀
, (2.20)

где вместо асимметрии плотностей Δ𝑛𝜈𝛼 = 𝜉𝜈𝛼𝑇
3/6 используются безразмерные

нейтринные асимметрии 𝜉𝜈𝛼 = 𝜇𝜈𝛼/𝑇 , а также учтено выражение для проводи

мости горячей плазмы 𝜎cond = 𝜎𝑐𝑇 , а 𝜎𝑐 ≃ 100. Эволюция магнитного поля с

параметром 𝛼 в формуле (2.20) должна подчиняется причинному сценарию, в

котором масштаб магнитного поля меньше горизонта, ΛB ≃ 𝜂/|𝛼| < 𝑙H = 𝐻−1,

если сумма нейтринных асимметрий −2
∑︀

𝛼 𝑐
(A)
𝛼 𝜉𝛼 = 𝜉𝜈𝑒−𝜉𝜈𝜇−𝜉𝜈𝜏 удовлетворяет

неравенству

|𝜉𝜈𝑒 − 𝜉𝜈𝜇 − 𝜉𝜈𝜏 | >
1.1× 10−6

√︀
𝑔*/106.75

(𝑇/MeV)
. (2.21)

Здесь используется тот факт, что 𝑐(A) = ∓0.5 (верхний знак стоит для электрон

ных нейтрино) является константой аксиальной связи в СМ для 𝜈𝑒-взаимодейст-

вия, соответствующей разности 𝑓 0L − 𝑓 0R в формуле (2.15). В выражении (2.20)

используем то, что |𝐹 | ≃ 0.2 (см. рис. 2.2(a)). Более того, учитываем, что

𝑙H = 𝑀0/𝑇
2, где 𝑀0 = 𝑀Pl/1.66

√
𝑔*, 𝑀Pl = 1.2 × 1019GeV – масса Планка,

𝑔* = 106.75 – число релятивистских степеней свободы ранее фазового перехода
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КХД, 𝑇 > 𝑇QCD ≃ 150MeV. Необходимо напомнить, что для вывода форму

лы (2.21) использовался поляризационный оператор фотона в выражении (2.14)

для ультрарелятивистских лептонов с 𝑇 ≫ max(𝑚𝑒, 𝜇).

Видно, что неравенство в выражении (2.21) не противоречит хорошо из

вестному ограничению на нейтринные асимметрии из первичного нуклеосинте

за на лептонной стадии расширения Вселенной, когда 𝑔* = 10.75, которое имеет

вид, |𝜉𝜈𝛼| < 0.07, (см. работу [195]). Неравенство (2.21) дает аддитивную (ниж

нюю) границу нейтринной асимметрии, которая поддерживает рост космическо

го магнитного поля в предложенном причинном сценарии. Предполагается, что

различные флейворы приходят в равновесие благодаря нейтринных осцилляци

ям до момента первичного нуклеосинтеза, 𝜉𝜈𝑒 ∼ 𝜉𝜈𝜇 ∼ 𝜉𝜈𝜏 , примерно в момент

закалки нейтрино 𝑇 = (2−3)MeV4. При этом учтены все активные нейтринные

флейворы с ненулевыми углами смешивания, в том числе sin2 𝜃13 = 0.04 (см.

работу [196]).

Необходимо также предположить, что диффузионное время магнитного

поля 𝑡diff больше времени расширения вселенной ∼ 𝐻−1: 𝑡diff = 𝜎cond/Π
2
2 >

𝑀0/𝑇
2. Это означает, что омические потери не влияют на рост поля. Для этого

потребуем удовлетворения следующего неравенства для асимметрии нейтрино:

|𝜉𝜈𝑒 − 𝜉𝜈𝜇 − 𝜉𝜈𝜏 | <
12.7× (𝑔*/106.75)1/4

[𝑇/GeV]3/2
. (2.22)

Сразу после электрослабого фазового перехода 𝑇 ≤ 𝑇EW = 100GeV получаем

из формулы (2.22) выглядящее разумно неравенство |𝜉𝜈𝑒−𝜉𝜈𝜇−𝜉𝜈𝜏 | < 0.013. При

более низких температурах 𝑀𝑒 ≪ 𝑇 ≤ 𝒪(GeV) условие в выражении (2.22),

очевидно, выполняется и согласуется с оценкой первичного нуклеосинтеза, по

лученной в работе [195].

В статье [104] коэффициент неустойчивости магнитного поля, аналогич
4 Осцилляции нейтрино эффективны при 𝑇 = 3MeV, поскольку 𝐸𝜈 ≃ 3𝑇 даже для самой низкой,

соответствующей осцилляциям солнечных нейтрино, разности квадратов массы Δ𝑚2
⊙ = 8 × 10−5 eV2, для

которой получается наибольший период осцилляций 𝑡osc = 4𝜋𝐸/Δ𝑚2 ≃ 5 × 10−4 s, что намного меньше

времени Хаббла 𝐻−1 ∼ 0.1 s при 𝑇 = 3MeV.
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ный коэффициенту в формуле (2.20),

𝛼(𝑇 ) =
𝛼emΔ𝜇(𝑇 )

𝜋𝜎cond(𝑇 )
, (2.23)

пропорционален киральному дисбалансу Δ𝜇 = 𝜇𝑒R − 𝜇𝑒L, где 𝜇𝑒R,L
– химиче

ские потенциалы правых и левых электронов. В плазме КЭД такой параметр

возникает из-за кирального магнитного эффекта и адлеровской аномалии во

внешних электромагнитных полях, 𝜕(𝑗𝜇L − 𝑗𝜇R)/𝜕𝑥
𝜇 = (2𝛼em/𝜋)(E ·B), развива

ющийся самосогласованным образом с магнитным полем B.

Однако, Δ𝜇 в формуле (2.23) быстро затухает Δ𝜇/𝑇 ∼ 10−6 − 10−7 для

малых волновых чисел 10−10 ≤ 𝑘/𝑇 ≤ 3 × 10−9 при температурах 𝑇 ≥ 10MeV

(см. рис. F.1 в статье [104]) и вообще исчезает позже из-за изменения кираль

ности при столкновениях в плазме с возрастающей скоростью Γ𝑓 ∼ (𝑚2
𝑒/𝑇

2) в

охлаждающейся вселенной, 𝑛𝑒R − 𝑛𝑒L → 0.

Данный эффект не влияет на параметр 𝛼, заданный в формуле (2.20),

который основан на асимметрии нейтрино 𝜉𝜈𝛼, и которому не соответствует ни

какая треугольная аномалия в максвелловских полях существующая только

для заряженных лептонов5. Более того, после закалки нейтрино и осцилляций

реликтовых нейтрино до первичного нуклеосинтеза нет способов изменить эк

вивалентные асимметрии 𝜉𝜈𝛼 = const ̸= 0, 𝛼 = 𝑒, 𝜇, 𝜏 .

2.4. Упрощение системы уравнений магнитной

гидродинамики при наличии турбулентности

вещества

Перейдем теперь к изучению влияния МГД-турбулентности на динамику

системы киральных частиц (см. также работу [80]). Для этой цели в данном раз
5 Конечно, треугольные (абелевы) аномалии возможны для нейтрино в гиперзарядных полях 𝑌 𝜇 до

ЭСФП, так как нейтрино взаимодействуют с такими полями [59, 60]. Однако, в данном разделе изучаются

максвелловские магнитные поля после ЭСФП.
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деле обобщается подход, разработанный в работе [104], в горячей плазме ранней

Вселенной в фазе с нарушенной симметрией после ЭСФП при релятивистских

температурах 10MeV < 𝑇 < 𝑇EWPT ≃ 100GeV.

Для вещества, подчиняющегося уравнению состояния 𝑃 = 𝜌/3 или 𝑃+𝜌 =

4𝜌/3, уравнения МГД в приближении одножидкостной среды имеют вид,

𝜕𝑡𝜌+
4

3
∇ · (𝜌v) = 0, (2.24)

4

3
𝜕𝑡(𝜌v)−

4

3
𝜌v × (∇× v) = (J×B)−∇𝑃 +

4

3
𝜌𝜈∇2v, (2.25)

J = (∇×B), (2.26)

𝜕𝑡B = −∇× E, (2.27)

где 𝜌 – плотность энергии жидкости, 𝑃 – давление, 𝜈 – коэффициент вязкости,

а E – электрическое поле.

Используя уравнение (2.27), а также полный электрический ток J = JOhm+

JCME и закон Ома JOhm = 𝜎cond[E+ (v×B)], в котором учтен аномальный ток

JCME, направленный вдоль магнитного поля, JCME = (2𝛼em𝜇5/𝜋)B [122, 123],

можно вывести уравнение Фарадея (2.18), дополненное вкладом КМЭ,

𝜕𝑡B = ∇× (v ×B) + 𝜂𝑚∇2B+
2𝛼em𝜇5
𝜋𝜎cond

∇×B. (2.28)

Здесь 𝜂𝑚 = 𝜎−1
cond – коэффициент магнитной диффузии, а 𝜎cond определено в

разд. 2.3.2. Используя уравнение Фарадея (2.28) без адвекционного слагаемо

го, ∇× (v×B), и дополненного уравнением эволюции кирального дисбаланса

(см. уравнение (2.45) ниже), в работе [104] была изучена эволюция бинарных

комбинаций, таких как плотность магнитной энергии 𝐸B ∼ 𝐵2 и плотность

магнитной спиральности 𝐻B = 𝑉 −1 ∫ d3𝑥(A ·B). В настоящем разделе анализи

руется вклад адвекционного слагаемого, который не был учтен работе [104], и

которой интерпретируется в статье [181] как вклад турбулентности вещества в

эволюцию спектров плотностей магнитной энергии и спиральности.

Поскольку скорость жидкости v подчиняется уравнению Навье-Стокса (2.25),

которое довольно сложно проанализировать аналитически, используем, соглас
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но работе [181], следующее приближение для v:

𝜕v

𝜕𝑡
=

1

𝑃 + 𝜌
(J×B), (2.29)

где опущены градиенты всех величин, относящиеся к динамическим перемен

ным вещества, включая давление и кинематическую вязкость, а также слагае

мое нелинейное по скорости. Таким образом, в правой части уравнения Навье

Стокса сохраняется вклад только силы Лоренца (2.25), FL ∼ (J × B). Затем,

упростим выражение (2.29), представив его в виде [197–199],

v =
𝜏𝑑

𝑃 + 𝜌
(J×B), (2.30)

где 𝜏𝑑 = 𝑙free ≈ 1/𝛼2
em𝑇 – время корреляции, соответствующее увлечению плаз

мы магнитным полем. Время увлечения имеет смысл среднего времени куло

новского рассеяния в горячей плазме 6, которое намного больше периода лар

моровского вращения. Это означает, что элемент заряженной жидкости может

быть ускорен силой Лоренца, пока он не взаимодействует с другими частицами

фонового вещества.

Физический смысл выбора времени увлечения 𝜏𝑑 = 𝑙free можно также по

нять из цепочки неравенств для различных пространственных масштабов в рас

сматриваемой задаче: 𝑙B ≪ 𝑙Free ≪ 𝑙CPI ≪ 𝑙𝑔. Здесь 𝑙B = 𝑝⊥/𝑒𝐵 ∼ 3/�̃�0𝑇 –

ларморовский радиус, а �̃�0 = 𝐵0/𝑇
2
0 – безразмерная переменная соответствую

щая магнитному полю. Ниже в разделе 2.5.2 считается, что �̃�0 = (10−1− 10−2).

Кроме того, будем использовать значение параметра 𝑙CPI ∼ (𝛼em𝜇5)
−1, который

является масштабом длины киральной неустойчивости плазмы [200]. Наконец,

𝑙𝑔 ∼ 𝜎cond(𝛼em𝜇5)
−2 является шкалой времени роста аномалий [201]. В сильных

магнитных полях всегда выполняется первое из условий, 𝑙B ≪ 𝑙free. Помимо это

го очевидно, что ограничение 𝜇5 ≪ 𝛼em𝑇 является реалистическим условием

в горячей плазме в результате выполнения неравенства 𝑙free ≪ 𝑙CPI. Невозмож

но не согласится с ясными аргументами выдвинутыми в работе [201], что в
6 Время увлечения оценивается как длина свободного пробега 𝑙free = (𝑛𝜎)−1 ≈ 1/𝛼2

em𝑇 , где 𝑛 ∼ 𝑇 3 –

плотность горячей плазмы, а 𝜎 ∼ 𝛼2
em/𝑇

2 – сечение рассеяния при кулоновском взаимодействии.
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отсутствие КМЭ, т.е. когда 𝜇5 = 0, турбулентность в жидкости представлена

уже даже и в стандартной МГД. Таким образом, 𝜏𝑑 должно быть основным

масштабным параметром в приближения нулевого порядка.

2.5. Кинетические уравнения для спектров магнитной

энергии и спиральности

Основываясь на основных уравнениях (2.28) и (2.30), можно вывести кине

тические уравнения для спектров магнитной энергии ℰB = ℰB(𝑘, 𝑡) и плотности

магнитной спиральности ℋB = ℋB(𝑘, 𝑡) аналогично работам [63,202]:

𝜕ℰB
𝜕𝑡

= −2𝑘2𝜂effℰB + 𝛼+𝑘
2ℋB, (2.31)

𝜕ℋB

𝜕𝑡
= −2𝑘2𝜂effℋB + 4𝛼−ℰB, (2.32)

где

𝜂eff =𝜂𝑚 +
4

3

𝜏𝑑
𝑃 + 𝜌

∫︁
d𝑝ℰB, 𝛼± = 𝛼CME ∓ 𝛼𝑑,

𝛼CME =
Π(𝑡)

𝜎cond
, 𝛼𝑑 =

2

3

𝜏𝑑
𝑃 + 𝜌

∫︁
d𝑝𝑝2ℋB, (2.33)

а Π(𝑡) = 2𝛼em𝜇5(𝑡)/𝜋 – параметр КМЭ. Заметим, что аномальный ток JCME не

вносит вклад в скорость увлечения v в формуле (2.30). Детали вывода уравне

ний (2.31)-(2.33) приведены в Приложении Е.

Различие полученных результатов от результатов работы [104] следует из

наличия нелинейных членов в формуле (2.33), которые содержат время увле

чения 𝜏𝑑 ∼ 𝛼−2
em/𝑇 , когда учитывается турбулентное движение вещества ∼ v.

Заметим, что эффективный коэффициент магнитной диффузии 𝜂eff в форму

ле (2.33) совпадает с подобным коэффициентом полученным в статье [181], в

которой, кстати, пропущен множитель 𝑃+𝜌 в знаменателе. Аналог 𝛼-параметра

динамо, 𝛼±, в формуле (2.33) отличается от аналогичной величины, получен

ной в статье [181], главным образом из-за отсутствия там вклада КМЭ, а также
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из-за разных знаков (±) в слагаемых описывающих турбулентность при эво

люции спектров ℰB и ℋB вместо одинакового знака (+) в обоих уравнениях,

полученного в работе [181].

Интегрируя уравнения (2.31) и (2.32) по спектру, получаем следующие

уравнения эволюции:

d𝐸B

d𝑡
=𝛼CME

∫︁
d𝑘 𝑘2ℋB(𝑘, 𝑡)− 2𝜂𝑚

∫︁
d𝑘 𝑘2ℰB(𝑘, 𝑡),

− 2𝜏𝑑
3(𝑃 + 𝜌)

∫︁
d𝑘d𝑝 𝑘2

[︀
4ℰB(𝑘, 𝑡)ℰB(𝑝, 𝑡) + 𝑝2ℋB(𝑘, 𝑡)ℋB(𝑝, 𝑡)

]︀
,

d𝐻B

d𝑡
=4𝛼CME

∫︁
d𝑘 ℰB(𝑘, 𝑡)− 2𝜂𝑚

∫︁
d𝑘 𝑘2ℋB(𝑘, 𝑡), (2.34)

где

𝐸B(𝑡) =

∫︁
d𝑘 ℰB(𝑘, 𝑡), 𝐻B(𝑡) =

∫︁
d𝑘ℋB(𝑘, 𝑡), (2.35)

являются плотностями магнитной энергии и спиральности. Интересно отме

тить, что турбулентность вещества напрямую влияет только на эволюцию маг

нитной энергии, тогда как зависимость плотности спиральности 𝐻B(𝑡) от 𝜏𝑑

неявная, следующая из слагаемого ∼ 𝐸B(𝑡), которое также пропорционально

𝛼CME, в уравнениях (2.34) для производной �̇�B. Видно, что единственным ис

точником неустойчивости в уравнениях (2.34) является КМЭ. Если положить

𝛼CME = 0 в уравнениях (2.34), то можно видеть, что как �̇�B, так и �̇�B отри

цательны, поэтому в системе должен наблюдаться только распад магнитного

поля, из-за конечной электропроводности 𝜂𝑚 ̸= 0 для 𝐸B(𝑡) и 𝐻B(𝑡) и дополни

тельно за счет турбулентности жидкости ∼ 𝜏𝑑 для плотности магнитной энергии

𝐸B(𝑡).

2.5.1. Представление кинетических уравнений в виде интегральных

уравнений

Предполагая, что параметры 𝜂eff и 𝛼± являются медленно меняющимися

функциями, можно представить уравнения (2.31) и (2.32) в альтернативной

форме, которая полезна для сравнения с результатами работы [181]. Выберем
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начальное условие в виде: ℰB(𝑘, 𝑡0) = ℰ0(𝑘) и ℋB(𝑘, 𝑡0) = 2𝑞ℰ0(𝑘)/𝑘, где 0 ≤ 𝑞 ≤

1, а ℰ0(𝑘) – произвольная функция. Затем, если |𝛼CME| > |𝛼𝑑|, имеем

ℰB(𝑘, 𝑡) =ℰ0(𝑘) exp
(︀
−2𝑘2𝑙2diss

)︀
×
[︂
cosh (2𝑘𝑙CME) + 𝑞

√︂
𝛼CME − 𝛼𝑑

𝛼CME + 𝛼𝑑
sinh (2𝑘𝑙CME)

]︂
,

ℋB(𝑘, 𝑡) =
2ℰ0(𝑘)
𝑘

exp
(︀
−2𝑘2𝑙2diss

)︀
×
[︂
𝑞 cosh (2𝑘𝑙CME) +

√︂
𝛼CME + 𝛼𝑑

𝛼CME − 𝛼𝑑
sinh (2𝑘𝑙CME)

]︂
. (2.36)

В противном случае, когда |𝛼CME| < |𝛼𝑑|, допустимо следующее представление:

ℰB(𝑘, 𝑡) =ℰ0(𝑘) exp
(︀
−2𝑘2𝑙2diss

)︀
×
[︂
cos (2𝑘𝑙𝑑) + 𝑞

√︂
𝛼𝑑 − 𝛼CME

𝛼𝑑 + 𝛼CME
sin (2𝑘𝑙𝑑)

]︂
,

ℋB(𝑘, 𝑡) =
2ℰ0(𝑘)
𝑘

exp
(︀
−2𝑘2𝑙2diss

)︀
×
[︂
𝑞 cos (2𝑘𝑙𝑑)−

√︂
𝛼𝑑 + 𝛼CME

𝛼𝑑 − 𝛼CME
sin (2𝑘𝑙𝑑)

]︂
. (2.37)

В особой ситуации апериодического затухания, если |𝛼CME| = |𝛼𝑑|, можно запи

сать, что

ℰB(𝑘, 𝑡) =ℰ0(𝑘) exp
(︀
−2𝑘2𝑙2diss

)︀
,

ℋB(𝑘, 𝑡) =ℰ0(𝑘) exp
(︀
−2𝑘2𝑙2diss

)︀ [︂
8𝑙

(0)
CME +

2𝑞

𝑘

]︂
, (2.38)

когда 𝛼CME = 𝛼𝑑, и

ℰB(𝑘, 𝑡) =ℰ0(𝑘) exp
(︀
−2𝑘2𝑙2diss

)︀ [︁
4𝑞𝑙

(0)
CME𝑘 + 1

]︁
,

ℋB(𝑘, 𝑡) =
2𝑞ℰ0(𝑘)

𝑘
exp

(︀
−2𝑘2𝑙2diss

)︀
, (2.39)

если 𝛼CME = −𝛼𝑑. Здесь используются следующие обозначения:

𝑙CME =

∫︁ 𝑡

𝑡0

√︁
𝛼2
CME(𝑡

′)− 𝛼2
𝑑(𝑡

′)d𝑡′, 𝑙
(0)
CME =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝛼CME(𝑡
′)d𝑡′,

𝑙𝑑 =

∫︁ 𝑡

𝑡0

√︁
𝛼2
𝑑(𝑡

′)− 𝛼2
CME(𝑡

′)d𝑡′, 𝑙2diss =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜂eff(𝑡
′)d𝑡′, (2.40)
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в формулах (2.36)-(2.39).

Следует отметить, что решение кинетических уравнений (2.31) и (2.32),

рассмотренных в статье [181], соответствует случаю, когда 𝛼CME = 0. Из фор

мулы (2.37) можно заключить, что в этой ситуации усиление магнитного поля

отсутствует. Если 𝛼CME = 0, магнитное поле является осциллирующим, на фоне

затухания вызванного эффективной магнитной диффузией 𝜂eff . В общем слу

чае параметры 𝛼𝑑, особенно 𝛼CME ∼ 𝜇5(𝑡), меняются со временем. Чтобы учесть

данный факт, необходимо искать численные решения нелинейных кинетических

уравнений (2.31) и (2.32).

2.5.2. Численное решение кинетических уравнений

Если исследуется эволюция магнитных полей в горячей плазме в расши

ряющейся Вселенной, удобно переписать формулы (2.31)-(2.33), используя кон

формные безразмерные переменные. Они вводятся следующим образом: 𝑡 →

𝜂 = 𝑀0/𝑇 и 𝑘 = 𝑎𝑘, где 𝑎 = 1/𝑇 , а 𝑀0 определено в разд. 2.3.2. В этих пере

менных уравнения (2.31) и (2.32) принимают форму,

𝜕ℰ̃B
𝜕𝜂

= −2𝑘2𝜂eff ℰ̃B + �̃�+𝑘
2ℋ̃B,

𝜕ℋ̃B

𝜕𝜂
= −2𝑘2𝜂effℋ̃B + 4�̃�−ℰ̃B. (2.41)

Здесь ℰ̃B = ℰ̃B(𝑘, 𝜂) и ℋ̃B = ℋ̃B(𝑘, 𝜂) – конформные спектры, а также

𝜂eff =
𝜂eff
𝑎

= 𝜎−1
𝑐 +

4

3

𝛼−2
em

𝜌+ 𝑃

∫︁
d𝑝ℰ̃B, �̃�± = 𝛼± =

Π̃

𝜎𝑐
∓ 2

3

𝛼−2
em

𝜌+ 𝑃

∫︁
d𝑝𝑝2ℋ̃B. (2.42)

Параметр КМЭ принимает форму

Π̃ = 𝑎Π =
2𝛼em

𝜋
�̃�5. (2.43)

В горячей релятивистской плазме, в заменителе должно стоять

𝑃 =
𝜌

3
, 𝜌 =

𝜋2

30
𝑔*𝑇 4, (2.44)

или 𝑃 + 𝜌 = 2𝜋2𝑔*𝑇 4/45 и 𝑃 + 𝜌 = 2𝜋2𝑔*/45, а 𝑔* определено в разд. 2.3.2.
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Уравнение эволюции для кирального дисбаланса �̃�5 = �̃�5(𝜂) имеет форму,

d�̃�5
d𝜂

= −6𝛼em

𝜋

∫︁
d𝑘
𝜕ℋ̃B

𝜕𝜂
− Γ̃𝑓 �̃�5, (2.45)

где

Γ̃𝑓 = 𝑎Γ𝑓 = 𝛼2
em

(︂
𝑚𝑒

3𝑀0

)︂2

𝜂2 (2.46)

является скоростью изменения спиральности [104].

Прежде чем осуществлять численное моделирование в общем случае, об

судим приближение монохроматического спектра,

ℰB(𝑘, 𝜂) = ℰ̃0(𝜂)𝛿(𝑘 − 𝑘0), ℋB(𝑘, 𝜂) = ℋ̃0(𝜂)𝛿(𝑘 − 𝑘0), (2.47)

где 𝑘0 – характерный конформный импульс, а ℰ̃0 и ℋ̃0 – новые неизвестные

функции. Уравнения эволюции (2.41) и (2.45) принимают вид

dℰ̃0
d𝜂

=− 2𝑘20
𝜎𝑐

ℰ̃0 +
2𝛼em𝑘

2
0

𝜋𝜎𝑐
�̃�5ℋ̃0 −

2

3
𝜉𝑘20

[︁
4ℰ̃2

0 + 𝑘20ℋ̃2
0

]︁
,

dℋ̃0

d𝜂
=− 2𝑘20

𝜎𝑐
ℋ̃0 +

8𝛼em

𝜋𝜎𝑐
�̃�5ℰ̃0,

d�̃�5
d𝜂

= −6𝛼em

𝜋

dℋ̃0

d𝜂
− Γ̃𝑓 �̃�5, (2.48)

где 𝜉 = (45/2𝑔*)(𝛼em𝜋)
−2 – параметр турбулентности, следующий из учета поля

скоростей v ∼ 𝜏𝑑 в формуле (2.30).

Используя новые переменные,

𝑀(𝜏) =
2𝛼em

𝜋𝑘0
�̃�5(𝜂) 𝑅(𝜏) =

24𝛼2
em

𝜋2𝑘20
ℰ̃0(𝜂),

𝐻(𝜏) =
12𝛼2

em

𝑘0𝜋2
ℋ̃0(𝜂), 𝜏 =

2𝑘20
𝜎𝑐
𝜂, (2.49)

уравнения (2.48) могут быть переписаны в виде,

d𝑅

d𝜏
=−𝑅 +𝑀𝐻 − 𝜉(𝑅2 +𝐻2),

d𝐻

d𝜏
=−𝐻 +𝑀𝑅,

d𝑀

d𝜏
= 𝐻 −𝑀𝑅−𝐺𝑀, (2.50)

где

𝜉 =
5𝜋2𝑘20𝜎𝑐
2𝛼4

em𝑔
* , 𝐺 =

𝜎𝑐Γ̃𝑓

2𝑘20
. (2.51)
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Рис. 2.3. Нормированная плотность магнитной энергии 𝑅/𝑅0 как функция 𝜏 на основе

уравнения (2.52). С помощью сплошной линии показана эволюция 𝑅, учитывающая турбу

лентность и соответствующая Δℎ = 0.5. Пунктирная линия соответствует ситуации без учета

турбулентности.

Уравнения (2.50) должны быть дополнены начальным условием 𝑅0 = 𝑅(𝜏0),

𝐻0 = 𝐻(𝜏0) = 𝑞𝑅0, где 0 ≤ 𝑞 ≤ 1, а 𝑀0 =𝑀(𝜏0).

Система уравнений (2.50) может быть решена аналитически, если прене

бречь эволюцией кирального дисбаланса, т.е. считая что 𝑀 = 0. При 𝑞 > 0

решение уравнений (2.50) имеет форму,

𝑅(𝜏) = 𝐻0𝑒
−𝜏 cot

[︀
𝜉𝐻0

(︀
1− 𝑒−𝜏

)︀
+ 𝜙0

]︀
, 𝐻(𝜏) = 𝐻0𝑒

−𝜏 , (2.52)

где tan𝜙0 = 𝑞 = 𝐻0/𝑅0. Если 𝑞 = 0, тогда

𝑅(𝜏) =
𝑅0𝑒

−𝜏

𝜉𝑅0 (1− 𝑒−𝜏) + 1
, 𝐻(𝜏) = 0. (2.53)

В формулах (2.52) и (2.53) предполагается, что 𝜏0 = 0.

Чтобы проиллюстрировать поведение магнитной энергии в формуле (2.52),

на рис. 2.3 показано поведение 𝑅(𝜏) для Δℎ = 𝜉𝐻0 = 0.5 в зависимости от

0 < 𝜏 < 6. При построении рис. 2.3 предполагается, что 𝑞 = 1. На том же рис. 2.3

приведен случай, когда не учитывается турбулентность, т.е. при 𝜉 = 0, показан

ный пунктирной линией. Видно, что турбулентное движение вещества приводит

к более быстрому распаду магнитного поля, тогда как эволюция магнитной спи

ральности не зависит от турбулентности; ср. с формулой (2.52). Этот результат
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согласуется с выводами полученными в разд. 2.5, где был изучен общий слу

чай. Действительно, как видно из уравнений (2.34), вклад турбулентности в

�̇�B отрицателен, т.е. он вызывают затухание 𝐸B быстрее, чем при отсутствии

турбулентности.

Теперь перейдем к изучению численного решения уравнений (2.41) в общем

случае. Выберем начальный энергетический спектр в виде, ℰ̃B(𝑘, 𝜂0) = 𝒞𝑘𝜈B.

Коэффициент 𝒞 можно найти из условия

�̃�2
0

2
=

∫︁
d𝑘ℰ̃B(𝑘, 𝜂0), (2.54)

где �̃�0 = �̃�(𝜂 = 𝜂0) – начальное магнитное поле. Если использовать начальный

спектр Батчелора с 𝜈B = 4 и 0 < 𝑘 < 𝑘max, то аналогично формуле (2.49),

удобно ввести следующие безразмерные переменные:

ℋ(𝜅, 𝜏) =
12𝛼2

em

𝜋2
ℋ̃B(𝑘, 𝜂), ℛ(𝜅, 𝜏) =

24𝛼2
em

𝜋2𝑘max

ℰ̃B(𝑘, 𝜂), ℳ(𝜏) =
2𝛼em

𝜋𝑘max

�̃�5(𝜂),

𝜏 =
2𝑘2max

𝜎𝑐
𝜂, 𝜅 =

𝑘

𝑘max

, 𝒢 =
𝜎𝑐

2𝑘2max

Γ̃𝑓 . (2.55)

Используя эти переменные, система кинетических уравнений принимает вид:

𝜕ℋ
𝜕𝜏

=− 𝜅2ℋ
[︂
1 +𝐾𝑑

∫︁ 1

0

d𝜅′ℛ(𝜅′, 𝜏)

]︂
+ℛ

[︂
ℳ+𝐾𝑑

∫︁ 1

0

d𝜅′𝜅′2ℋ(𝜅′, 𝜏)

]︂
, (2.56)

𝜕ℛ
𝜕𝜏

=− 𝜅2ℛ
[︂
1 +𝐾𝑑

∫︁ 1

0

d𝜅′ℛ(𝜅′, 𝜏)

]︂
+ 𝜅2ℋ

[︂
ℳ−𝐾𝑑

∫︁ 1

0

d𝜅′𝜅′2ℋ(𝜅′, 𝜏)

]︂
, (2.57)

dℳ
d𝜏

=

∫︁ 1

0

d𝜅
(︀
𝜅2ℋ−ℛℳ

)︀
− 𝒢ℳ, (2.58)

где 𝐾𝑑 = 5𝜎𝑐𝑘
2
max/4𝛼

4
em𝑔

*. Интересно отметить, что вклад турбулентных членов

исчезает в уравнении (2.58). Кроме того, вклад турбулентности присутствует

в уравнении (2.56) в противоположность уравнению (2.50), справедливому для

монохроматического спектра.
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Начальные значения функций ℛ и ℋ выбираются в виде, ℛ(𝜅, 𝜏0) = ℛ0𝜅
𝜈B

и ℋ(𝜅, 𝜏0) = 𝑞ℛ0𝜅
𝜈B−1, где

ℛ0 =
12𝛼2

em�̃�
2
0

𝜋2𝑘2max

(𝜈B + 1). (2.59)

и соответствуют ограничению МГД на величину магнитной спиральности [194],

0 ≤ 𝑞 ≤ 1.

Будем решать кинетические уравнения (2.56)-(2.58) численно. Влияние

турбулентного движения вещества ∼ v на динамические переменные МГД,

такие как напряженность магнитного поля и магнитная спиральность, а так

же параметр киральной асимметрии 𝜇5(𝑡) в горячей плазме ранней Вселенной

в фазе с нарушенной симметрией проиллюстрировано на рис. 2.4. Сплошные

линии соответствуют случаю, когда учитываются оба эффекта: т.е. КМЭ и

турбулентное движение вещества v ∼ 𝜏𝑑, а пунктирные линии соответствуют

учету только КМЭ, что было предпринято в работе [104]. Заметим, что чис

ленные решения уравнений (2.56) -(2.58) представлены только для случая мак

симальной спиральности 𝑞 = 1. Это означает, что используется соотношение

ℋB(𝑘, 𝑡0) = 2ℰB(𝑘, 𝑡0)/𝑘 для начального спектра Батчелора в формуле (2.54),

где 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑘max = 10−6. На рис. 2.4(a), 2.4(c) и 2.4(e) показаны результаты для

максимального начального магнитного поля �̃�0 = 0, 1, все еще подчиняющегося

оценке первичного нуклеосинтеза на магнитное поле 𝐵 ≤ 1011G [203] при тем

пературе 𝑇BBN = 0.1MeV7. На рис. 2.4(c), 2.4(d) и 2.4(f) показаны результаты

для меньшего затравочного поля �̃�0 = 10−2.

Следует отметить, что уравнения (2.56)-(2.58) для выбранных параметров

принадлежат к классу жестких уравнений. Методика, используемая для нахож

дения численного решения этой системы, основана неявном многоточечном ме

тоде конечных разностей. В этом методе не все начальные условия приводят к

плавному поведению решения. Следовательно, необходимо опустить некоторую
7 Начальное магнитное поле 𝐵0 = 10−1𝑇 2

EWPT = 5×1022 G будучи вмороженным в плазму, 𝐵(𝑇 ) ∼ 𝑇 2,

спадает до напряженности 𝐵(𝑇BBN) = 5× 1010 G подчиняющейся ограничению 𝐵 ≤ 1011 G [203].
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Рис. 2.4. Эволюция кирального дисбаланса, плотности магнитной энергии и плотности

спиральности в плазме ранней Вселенной при 102MeV < 𝑇 < 102GeV. (a) и (b): Эволю

ция кирального дисбаланса, 𝜇5(𝑇 ) = (𝜇R − 𝜇L)/2. (c) и (d): Эволюция магнитного поля,

𝐵 =
√︁

2
∫︀
d𝑘ℰB(𝑘, 𝑡). (e) и (f): Эволюция плотности магнитной спиральности. Панели (a),

(c) и (e) соответствуют �̃�0 = 10−1, тогда как панели (b), (d) и (f) соответствуют �̃�0 = 10−2.

С помощью сплошных линий показана эволюция, учитывающая эффекты турбулентности

(𝐾𝑑 ̸= 0) и КМЭ, тогда как пунктирные линии показывают эволюцию только для случая

КМЭ (𝐾𝑑 = 0).
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начальную часть кривых, которые показывают негладкое поведение. Поэтому

рис. 2.4(a)-2.4(d) выглядят так, как будто начальные условия были разными

для переменных, соответствующих сплошной и пунктирной линиям. Интересно

отметить, но эта несогласованность не влияет на эволюцию плотности магнит

ной спиральности, показанной на рис. 2.4(e) и 2.4(f).

2.6. Равновесие в симметричной фазе электрослабой

плазмы и проблема киральной аномалии

В этом и последующих разделах данной главы будет изучена эволюция

гипермагнитных полей до ЭСФП. Мотивацией для подобного иследования слу

чит тот факт, что вопрос о величине параметра киральной аномалии Δ𝜇(𝑡) =

𝜇𝑒R(𝑡) − 𝜇𝑒L(𝑡) до ЭСФП важен поскольку данная величина служит началь

ным условием при генерации максвелловских магнитных полей после ЭСФП.

В плазме СМ, состоящей из кварков, лептонов и одного хиггсовского дублета

𝜙T = (𝜙(+), 𝜙(0)), который обладает химическим потенциалом входящим в рас

пределение Бозе-Эйнштейна 𝜇0 = 𝜇𝜙(0) = 𝜇𝜙(+), можно ожидать, что химическое

равновесие в симметричной фазе задается соотношением,

𝜇𝑒R − 𝜇𝑒L = −𝜇0. (2.60)

Условие (2.60) соответствует распадам Хиггса и обратным распадам в реакциях

𝑒L𝑒R ↔ 𝜙(0) и 𝜈L𝑒 𝑒R ↔ 𝜙(+). Здесь для дублета в СМ 𝐿T
𝑒 = (𝜈L𝑒 , 𝑒L) используется

условие равенства химических потенциалов в распределениях Ферми-Дирака

𝜇𝑒L = 𝜇𝜈L𝑒 .

Для случая глобального равновесия в отсутствие гипермагнитных полей

подобные реакции с бозонами Хиггса подчиняются аналогичным соотношениям

как для других поколений лептонов, 𝜇𝑙R−𝜇𝑙L = −𝜇0, 𝑙 = 𝜇, 𝜏 , так и для кварков,

например, 𝜇𝑢L
− 𝜇𝑑R = 𝜇0, 𝜇𝑢R

− 𝜇𝑢L
= 𝜇0, в реакциях 𝑞𝑢L

𝑞𝑑R ↔ 𝜙(+) и 𝑞𝑢R
𝑞𝑢L

↔

𝜙(0) соответственно [204,205].
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Ниже будет рассмотрено только одно поколение с самой маленькой юкав

ской константой связи фермионов с хиггсовскими бозонами ℎ𝑒 =
√
2𝑚𝑒/𝑣 =

2.94 × 10−6. Таким образом, правые электроны входят в равновесие с левыми

частицами через хиггсовские (обратные) распады в расширяющейся Вселенной

в последнюю очередь. Это связано с величиной скорости реакций с изменением

киральности ΓRL ∼ ℎ2𝑒𝑇 , которая становится даже больше, чем скорость хабб

ловского расширения 𝐻 ∼ 𝑇 2, ΓRL > 𝐻, при температурах ниже 𝑇RL ∼ 10TeV.

Этот факт важен в моделях генерации БАВ, где используется лептогенезис, а

первичная БАВ содержится в правых электронах 𝑒R, количество которых оста

ется неизменным благодаря сфалероным процессам вплоть до 𝑇RL. Предложив

такой механизм, в статье [206] предполагалось, что значение 𝑇RL близко к темпе

ратуре, при которой сфалеронные эффекты выпадают из равновесия, и поэтому

переходы из 𝑒R в 𝑒L становятся невозможными, и, следовательно сфалероны не

могут превратить 𝑒L в антикварки и тем самым уничтожить оставшуюся БАВ.

В этом случае глобальное равновесие [204,205] нарушается, и пять осталь

ных химических потенциалов описывают равновесие в горячей плазме до ЭС

ФП: три 𝜇𝑖 для трех глобальных зарядов 𝐵/3 − 𝐿𝑖 = const, где 𝑖 = 1, 2, 3

перечисляет поколения в СМ, 𝜇Y для сохраняющегося гиперзаряда, поскольку

глобально ⟨𝑌 ⟩ = 0, и 𝜇𝑒R для правых электронов 𝑒R с сохранением их лептон

ного числа 𝜕𝜇𝑗
𝜇
𝑒R

= 0, если 𝑇 > 𝑇RL [207]. Тогда, если предположить, что в

симметричной фазе присутствуют крупномасштабные гиперзарядные поля 𝑌𝜇,

являющиеся предшественниками максвелловских полей в фазе с нарушенной

симметрией, то число правых электронов не сохраняется из-за абелевой анома

лии8

𝜕𝜇𝑗
𝜇
𝑒R

=
𝑔′2𝑌 2

R

64𝜋2
𝑌𝜇𝜈𝑌

𝜇𝜈, (2.61)

где 𝑌𝜇𝜈 – тензор напряженности 𝑈Y(1) гиперзарядового поля, 𝑌𝜇𝜈 – дуальный

тензор, а 𝑌R = −2 – гиперзаряд правого электрона.
8 Здесь используется противоположный знак для абелевой аномалии по сравнению со знаком в рабо

те [207], поскольку правые состояния определены как ΨR = (1 + 𝛾5)Ψ/2 согласно книге [208].
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В данном подходе нет асимметрий левых лептонов и бозонов Хиггса, 𝜇𝑒L =

𝜇0 = 0, а киральная асимметрия (2.60) сводится к Δ𝜇 = 𝜇𝑒R. Для такого сцена

рия с ненулевой асимметрией 𝑒R [207], сфалерон, уничтожающий БАВ, отсут

ствует вплоть до ЭСФП.

В расширенном подходе с ненулевыми левыми лептонными асимметриями

𝜉𝑒L = 𝜉𝜈L𝑒 ̸= 0, где 𝜉𝑎 = 𝜇𝑎/𝑇 , который уместен при 𝑇 < 𝑇RL [59, 209] равнове

сие, описанное в статье [207] при помощи пяти химическими потенциалов для

пяти глобально сохраняющихся зарядов, нарушается. Тем не менее, это может

привести только к дополнительному коэффициенту порядка единицы 𝑐Δ ∼ 1,

который описывает зависимость 𝑛L = (𝑛𝑒L−𝑛𝑒L) = 𝜉𝑒L𝑇
3/6 ̸= 0 от пяти глобаль

ных зарядов в плазме ранней вселенной. Например, переписывая каноническую

абелеву аномалию для левого дублета 𝐿T
𝑒 = (𝜈L𝑒 , 𝑒L),

𝜕𝜇𝑗
𝜇
𝑒L

= −𝑔
′2𝑌 2

L

64𝜋2
𝑌𝜇𝜈𝑌

𝜇𝜈, 𝑌L = −1, (2.62)

в виде d𝜉𝑒L/d𝑡 = −𝑐Δ(6𝑔′2/16𝜋2𝑇 3)(EY ·BY), полагаем ниже 𝑐Δ = 1, что упроща

ет решение кинетических уравнений для лептонной и хиггсовской асимметрий.

Заметим, что если предположить наличие ненулевой асимметрии левых частиц

𝜉𝑒L ̸= 0, необходимо учитывать сфалеронные процессы, нарушающие лептонное

и барионное числа. Возникает вопрос о сравнении вкладов сфалеронов в БАВ

со вкладом гипермагнитного поля через абелеву аномалию, который и будет

рассмотрен в последующих разделах.

2.7. Кинетика лептонов и хиггсовских бозонов в

гипермагнитных полях

В работе [59] предполагалось наличие нулевой хиггсовской асимметрии

𝑛𝜙(0) − 𝑛𝜙(0) = 𝑇 2𝜇0/3 = 0 или 𝜇0 = 0. При этом лептогенезис осуществлялся

только посредством обратных распадов, 𝑒R𝑒L → 𝜙(0), 𝑒R𝜈L𝑒 → 𝜙(−) и т.д. Теперь

рассмотрим как обратные, так и прямые хиггсовские распады. Система кине
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тических уравнений для лептонов с учетом абелевых аномалий (2.61) и (2.62),

а также сфалеронных процессов для левых лептонов принимает вид,

d𝐿𝑒R

d𝑡
=
𝑔′2

4𝜋2𝑠
(EY ·BY) + 2ΓRL

{︂
𝐿𝑒L − 𝐿𝑒R −

[𝑛𝜙(0) − 𝑛𝜙(0)]

2𝑠

}︂
,

для распадов (обратных распадов) 𝑒R𝑒L ↔ 𝜙(0) и 𝑒R𝜈
L
𝑒 ↔ 𝜙(−),

d𝐿𝑒L

d𝑡
=− 𝑔′2

16𝜋2𝑠
(EY ·BY)−

Γsph

2
𝐿𝑒L + ΓRL

{︂
𝐿𝑒R − 𝐿𝑒L +

[𝑛𝜙(0) − 𝑛𝜙(0)]

2𝑠

}︂
,

для 𝑒R𝑒L ↔ 𝜙(0), а также
d𝐿𝜈L𝑒

d𝑡
=− 𝑔′2

16𝜋2𝑠
(EY ·BY)−

Γsph

2
𝐿𝜈L𝑒

+ ΓRL

{︂
𝐿𝑒R − 𝐿𝑒L +

[𝑛𝜙(0) − 𝑛𝜙(0)]

2𝑠

}︂
,

для 𝑒R𝜈
L
𝑒 ↔ 𝜙(+). (2.63)

Здесь 𝐿𝑏 = (𝑛𝑏 − 𝑛�̄�)/𝑠 – лептонное число, 𝑏 = 𝑒R, 𝑒L, 𝜈
L
𝑒 , 𝑠 = 2𝜋2𝑔*𝑇 3/45

– плотность энтропии. Коэффициент 2 перед скоростью ΓRL в первой стро

ке учитывает эквивалентные каналы реакции. В формуле (2.63) также вклю

чены распады хиггсовских бозонов со скоростями ΓD = ΓRL/2. Вероятность

Γsph = 𝐶𝛼5
W𝑇 определяется сфалеронными переходами, уменьшающими левые

лептонные числа и, следовательно, уменьшением БАВ. Здесь 𝛼W = 𝑔2/4𝜋 =

sin2 𝜃W/137 = 3.17×10−2 задается константой связи калибровочного взаимодей

ствия 𝑔 = 𝑒/ sin 𝜃W в СМ. Постоянная 𝐶 ≃ 25 оценивается путем вычислений

на решетке (некоторые комментарии к аномалии ’т Хоофта даны в работе [60]

и в главе 11 книги [205]). Кроме того, для левого дублета необходимо положить

𝐿𝑒L = 𝐿𝜈L𝑒
.

Систему уравнений (2.63) необходимо дополнить кинетическим уравнени

ем для хиггсовских бозонов, которое не подвержено влиянию абелевой анома

лии, присущей фермионам (детали см. в работе [60])

d

d𝑡
[(𝑛𝜙(0) − 𝑛𝜙(0))/𝑠] = ΓRL

{︂
𝐿𝑒L − 𝐿𝑒R −

[𝑛𝜙(0) − 𝑛𝜙(0)]

2𝑠

}︂
. (2.64)

Заметим, что скорость распадов (обратных распадов) хиггсовских бозонов сов

падает со скоростью рождения (аннигиляции) лептонной пары, имеющей про
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тивоположный знак, поскольку рождение пары влечет за собой исчезновение

хиггсовского бозона и наоборот.

В кинетических уравнениях (2.63) и (2.64) учтено, что скорости всех об

ратных процессов в два раза выше, чем у распадов [206], ΓRL = 2ΓD, где

ΓRL = 5.3× 10−3ℎ2𝑒

(︁𝑚0

𝑇

)︁2
𝑇 =

Γ0

2𝑡EW

1− 𝑥√
𝑥
. (2.65)

Данная скорость исчезает при ЭСФП 𝑥 = 1, где переменная 𝑥 = 𝑡/𝑡EW =

(𝑇EW/𝑇 )
2 определяется законом расширения Фридмана. В формуле (2.65), ℎ𝑒 =

2.94 × 10−6 – юкавская константа связи для электронов, Γ0 = 121, а 𝑚2
0(𝑇 ) =

2𝐷𝑇 2(1 − 𝑇 2
EW/𝑇

2) – эффективная масса хиггсовского бозона зависящая от

температуры. Коэффициент 2𝐷 ≈ 0.377 в выражении для 𝑚2
0(𝑇 ) определя

ется известными массами калибровочных бозонов 𝑚Z и 𝑚W, массой топ квар

ка 𝑚𝑡, а также массой недавно открытого хиггсовского бозона, равной 𝑚H ≈

125GeV [210,211]. Разумеется, скорость изменения киральности не равна нулю

и после ЭСФП. Однако она обусловлена электромагнитными процессами при

𝑇 < 𝑇EW, и равна Γem ≃ 𝛼2
em(𝑚

2
𝑒/3𝑇

2)𝑇 , когда частицы (электроны и позитро

ны) приобретают ненулевую массу 𝑚𝑒.

Подробный вывод кинетических уравнений (2.63) и (2.64), учитывающий

процессы изменения киральности (без учета абелевой аномалии и сфалеронных

переходов), приведен в работе [60].

Перепишем уравнения (2.63) и (2.64), используя выражения для асиммет

рий 𝐿𝑒R = 𝜉𝑒R𝑇
3/6𝑠, 𝐿𝑒L = 𝜉𝑒L𝑇

3/6𝑠 и (𝑛𝜙(0) − 𝑛𝜙(0))/𝑠 = 𝜉0𝑇
3/3𝑠 в виде,

d𝜉𝑒R
d𝑡

=
3𝑔′2

2𝜋2𝑇 3
EY ·BY + 2ΓRL(−𝜉𝑒R + 𝜉𝑒L − 𝜉0),

d𝜉𝑒L
d𝑡

=− 3𝑔′2

8𝜋2𝑇 3
EY ·BY − Γsph

2
𝜉𝑒L + ΓRL(𝜉𝑒R − 𝜉𝑒L + 𝜉0),

d𝜉𝜈L𝑒
d𝑡

=− 3𝑔′2

8𝜋2𝑇 3
EY ·BY − Γsph

2
𝜉𝑒L + ΓRL(𝜉𝑒R − 𝜉𝑒L + 𝜉0),

d𝜉0
d𝑡

=ΓRL(−𝜉𝑒R + 𝜉𝑒L − 𝜉0). (2.66)

Дополнительное кинетическое уравнение для нейтрино избыточно, так как 𝜉𝜈L𝑒 =
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𝜉𝑒L. Таким образом, имеются три уравнения для трех химических потенциалов

вместо двух в работе [59]. Заметим, что необходимо положить d𝜉0/d𝑡 < 0 в на

чальный момент времени 𝜉𝑒R(𝑡0) > 0 и 𝜉𝑒L(𝑡0) = 𝜉0(𝑡0) = 0, что приводит к отри

цательному химическому потенциалу для бозонного дублета 𝜙T = (𝜙(+)), 𝜙(0)),

𝜇0 < 0, как и должно быть.

Ниже вклад абелевой аномалии ∼ (EY ·BY) упрощается, путем рассмотре

ния, аналогично работе [59], простейшей конфигурации гипермагнитного поля

соответствующей волне ЧС: 𝑌𝑥 = 𝑌 (𝑡) sin 𝑘0𝑧, 𝑌𝑦 = 𝑌 (𝑡) cos 𝑘0𝑧, 𝑌𝑧 = 𝑌0 = 0.

Используя обобщенный закон Ома [209]

EY = −V ×BY + 𝜂Y∇×BY − 𝛼YBY,

где 𝜂Y = (𝜎cond)
−1 – коэффициент магнитной (гипермагнитной) диффузии, 𝛼Y –

параметр гипермагнитной спиральности, возникающий из-за поляризации элек

трослабой плазмы [59,209],

𝛼Y =
𝑔′2(𝜇𝑒R + 𝜇𝑒L/2)

4𝜋2𝜎cond
, 𝜎cond = 100𝑇, (2.67)

получаем псевдоскаляр (EY ·BY), входящий в абелеву аномалию как

(EY ·BY) = 𝜂Y(∇×BY) ·BY − 𝛼YB
2
Y =

𝐵2
Y

100

[︂
𝑘0
𝑇

− 𝑔′2

4𝜋2

(︂
𝜉R +

𝜉L
2

)︂]︂
. (2.68)

Здесь вместо (∇×BY) ·BY записано 𝑘0𝐵2
Y(𝑡), где 𝐵Y(𝑡) = 𝑘0𝑌 (𝑡) – амплитуда

гипермагнитного поля, что справедливо для волны ЧС.

Используя обозначения, 𝑦R(𝑥) = 104𝜉𝑒R(𝑥), 𝑦L(𝑥) = 104𝜉𝑒L(𝑥) и 𝑦0(𝑥) =

104𝜉0(𝑥), а также с учетом выражения (2.68), система (2.66) может быть пере

писана в виде, аналогичном уравнению (3.4) в работе [59] (без вклада нейтрино,

который идентичен вкладу левых электронов)

d𝑦R
d𝑥

=
[︁
𝐵0𝑥

1/2 − 𝐴0

(︁
𝑦R +

𝑦L
2

)︁]︁(︃ 𝐵
(0)
Y

1020G

)︃2

𝑥3/2𝑒𝜙(𝑥)

− Γ0
(1− 𝑥)√

𝑥
(𝑦R − 𝑦L + 𝑦0),
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d𝑦L
d𝑥

=− 1

4

[︁
𝐵0𝑥

1/2 − 𝐴0

(︁
𝑦R +

𝑦L
2

)︁]︁(︃ 𝐵
(0)
Y

1020G

)︃2

𝑥3/2𝑒𝜙(𝑥)

− 5.6× 107𝐶√
𝑥

𝑦L − Γ0
(1− 𝑥)

2
√
𝑥

(𝑦L − 𝑦R − 𝑦0),

d𝑦0
d𝑥

=
Γ0(1− 𝑥)

2
√
𝑥

(𝑦L − 𝑦R − 𝑦0). (2.69)

Здесь

𝐵0 = 25.6

(︂
𝑘0

10−7𝑇EW

)︂
, 𝐴0 = 77.6, (2.70)

постоянные соответствующие гипермагнитным полям нормированным на 1020G.

Функция 𝑒𝜙(𝑥) определяется квадратом гипермагнитного поля

𝑒𝜙(𝑥) =

[︃
𝐵Y(𝑥)

𝐵
(0)
Y

]︃2
. (2.71)

Помимо этого, использовано выражение для гипермагнитного поля 𝐵Y(𝑡) =

𝑘0𝑌 (𝑡) представляющего из себя решение модифицированного уравнения Фара

дея [212,213] для волны ЧС9,

𝐵Y(𝑡) =𝐵
(0)
Y exp

{︂∫︁ 𝑡

𝑡0

[𝛼Y(𝑡
′)𝑘0 − 𝑘20𝜂Y(𝑡

′)]d𝑡′
}︂

=

= 𝐵
(0)
Y exp

{︂
3.5

(︂
𝑘0

10−7𝑇EW

)︂
×
∫︁ 𝑥

𝑥0

[︂
(𝑦R + 𝑦L/2)

𝜋
− 0.1

(︂
𝑘0

10−7𝑇EW

)︂√
𝑥′
]︂
d𝑥′
}︂
. (2.72)

Заметим, что здесь не рассматривается отрицательное значение волнового чис

ла 𝑘0 < 0, которое также допускается и может привести к нарушению лептон

ного числа через абелеву аномалию, пропорциональную псевдоскаляру (2.68),

(EY · BY) ∼ 𝑘30𝑌
2(𝑡) < 0. Это связано с тем, что случай 𝑘0 < 0 соответству

ет распаду гипермагнитного поля (2.72) в противоположность неустойчивости,

развивающейся в МГД плазме при 𝑘0 > 0.
9 Для нахождения численных оценок используется либо параметр 𝑘0/(10

−7𝑇EW) = 1, что является

верхним пределом для волны ЧС, 𝑘0 ≤ 10−7𝑇EW, чтобы избежать омической диссипации гипермагнитного

поля, либо 𝑘0/(10
−7𝑇EW) ≃ (10−3−10−4) для получения наблюдаемой барионной асимметрии 𝐵 = 0.87×10−10

на момент ЭСФП 𝑥 = 1. Динамо усиление в обоих случаях незначительно.
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Выберем начальные условия при 𝑥0 = 10−4 или, что эквивалентно, при

𝑇0 = 𝑇RL, случаю когда распад (обратный распад) хиггсовского бозона стано

вится быстрее, чем хаббловское расширение ΓRL > 𝐻, в виде,

𝑦R(𝑥0) = 10−6, 𝑦L(𝑥0) = 𝑦0(𝑥0) = 0. (2.73)

Данные условия соответствуют правильной электронной асимметрии 𝜉𝑒R(𝑥0) =

10−10, по порядку величины сравнимой с барионной асимметрией.

2.7.1. Законы сохранения и БАВ в гипермагнитных полях

Из кинетического уравнения (2.63) видно, что при отсутствии гиперзаря

довых полей полное лептонное число не сохраняется из-за сфалеронных перехо

дов, уничтожающих левое лептонное число d𝐿𝑒/d𝑡 = �̇�𝑒R+�̇�𝑒L+�̇�𝜈L𝑒
= −Γsph𝐿𝑒L.

Бариогенезис возникает за счет лептогенезиса благодаря закону сохранения

𝐵/3 − 𝐿𝑒 = const, где 𝐵 = (𝑛B − 𝑛B̄)/𝑠. С учетом абелевых аномалий в

системе (2.63) такой бариогенез становится возможным, �̇� ̸= 0, т.к. гипер

магнитные поля также способствуют увеличению лептонного числа и БАВ:

d𝐿𝑒/d𝑡|𝐵Y ̸=0 > 0 и d𝐵/d𝑡|𝐵Y ̸=0 > 0. Этот рост противоположен конкурирую

щему сфалеронному эффекту, убивающему 𝐿𝑒L и 𝐵 (см. работу [59], где сфале

ронные переходы не учитывались).

В предложенном подходе сохраняются три глобальных заряда (𝛿𝑖 = const),

𝐵

3
− 𝐿𝑒 = 𝛿1,

𝐵

3
− 𝐿𝜇 = 𝛿2,

𝐵

3
− 𝐿𝜏 = 𝛿3, (2.74)

а также 𝐿𝑒R = 𝛿R при температуре выше 𝑇RL, 𝑇 ≫ 𝑇RL. Если затравочная

БАВ отличается от нуля, 𝐵(𝑡0) ̸= 0, и если предположить отсутствие лептон

ной асимметрии для второго и третьего поколений вплоть до 𝑇EW, 𝐿𝜇 = 𝐿𝜏 = 0,

то находим, что отношение 𝛿2 = 𝛿3 = 𝐵(𝑥0)/3 справедливо только для началь

ного времени. Из первого закона сохранения в уравнении (2.74) можно найти

изменение БАВ 𝐵(𝑡) при температурах 𝑇 < 𝑇RL. Это изменение подчиняется
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соотношениям

𝐵(𝑡)

3
− 𝐿𝑒(𝑡) =

𝐵(𝑡0)

3
− 𝐿𝑒R(𝑡0) = 𝛿2,3 − 𝛿R = 𝛿1. (2.75)

Если для простоты взять нулевую начальную БАВ 𝐵(𝑡0) = 0 или 𝛿2,3 = 0, то

окончательно получим закон сохранения 𝐵(𝑡)/3− 𝐿𝑒(𝑡) = −𝐿𝑒R(𝑡0).

Таким образом, в разработанном механизме, БАВ обусловлена наличи

ем гиперзарядового поля. Кроме того, БАВ уменьшается из-за сфалеронных

процессов, что можно видеть суммируя все кинетические уравнения в систе

ме (2.63):

𝐵(𝑡) =3

∫︁ 𝑡

𝑡0

[︂
d𝐿𝑒R(𝑡

′)

d𝑡′
+

d𝐿𝑒L(𝑡
′)

d𝑡′
+

d𝐿𝜈𝑒L(𝑡
′)

d𝑡′

]︂
d𝑡′

=

(︂
3𝑔′2

8𝜋2

)︂∫︁ 𝑡

𝑡0

(EY ·BY)
d𝑡′

𝑠
− 3

∫︁ 𝑡

𝑡0

Γsph𝐿𝑒Ld𝑡
′. (2.76)

Используя первое уравнение в системе (2.69), где член содержащий гипермаг

нитное поля проистекает из абелевой аномалии ∼ (EY ·BY), получаем из фор

мулы (2.76) барионную асимметрию в следующем виде:

𝐵(𝑥) =2.14× 10−6

∫︁ 𝑥

𝑥0

d𝑥′
{︂
d𝑦R(𝑥

′)

d𝑥′
+ Γ0

(1− 𝑥′)√
𝑥′

[𝑦R(𝑥
′)− 𝑦L(𝑥

′) + 𝑦0(𝑥
′)]

}︂
− 128𝐶

∫︁ 𝑥

𝑥0

d𝑥′√
𝑥′
𝑦L(𝑥

′). (2.77)

Барионная асимметрия (2.77) при разных значениях параметра 𝐵0 = 25.6 ×

(𝑘0/10
−7𝑇EW), или для разных волновых чисел волны ЧС 𝑘0, показана в рис. 2.5.

Заметим, что при очень малых 𝑘0 ≪ 𝑘max = 10−7𝑇EW роль гипермагнитно

го поля, которое обуславливает рост БАВ, становится пренебрежимо малой,

поскольку 𝐵Y ∼ 𝑘0. В результате сфалероновые переходы уничтожают БАВ,

или, другими словами, они уменьшают эффект лептогенезиса за счет абелевой

аномалии таким образом, что БАВ может стать даже отрицательной ко вре

мени ЭСФП: 𝐵(𝑡EW) < 0 (см. зависимость 𝐵(𝑡) на рис. 2.5(b) для параметра

𝐵0 = 2× 10−3, который соответствует 𝑘0 = 7.8× 10−5𝑘max).
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Рис. 2.5. Барионная асимметрия 𝐵(𝑡) как функция 𝑡/𝑡EW для 𝐵
(0)
Y = 1019 G. (a) Барионная

асимметрия для 𝐵0 = 2.1 × 10−2 (сплошная линия) и 𝐵0 = 25.6 (штриховая линия). (b) Ба

рионная асимметрия для 𝐵0 = 2× 10−3.

2.8. Химическое равновесие с учетом и без учета

гипермагнитных полей

Пренебрегая вкладом гипермагнитного поля и сфалеронными процессами

и используя начальное условие (2.73), находим решения кинетических уравне

ний (2.69) в виде,

𝑦R(𝑥) =
𝑦R(𝑥0)

2
[1 + 𝑒Φ(𝑥)], 𝑦L(𝑥) =

𝑦R(𝑥0))

4
[1− 𝑒Φ(𝑥)], (2.78)

𝑦0(𝑥) =− 𝑦R(𝑥0))

4
[1− 𝑒Φ(𝑥)], Φ(𝑥) = −4Γ0

[︃
(𝑥1/2 − 𝑥

1/2
0 )− (𝑥3/2 − 𝑥

3/2
0 )

3

]︃
.

Заметим, что 𝑦0 < 0, как и должно быть для химического потенциала бозонов.

Действительно, химическое равновесие в соотношении (2.60) быстро устанавли

вается из-за большой отрицательной величины Φ ≃ −4Γ0 = −484,

𝑦R − 𝑦L + 𝑦0 = 𝑦R(𝑥0)𝑒
Φ(𝑥) → 0, (2.79)

что происходит примерно при 𝑥 > 𝑥eq ≃ 10−2 при температуре 𝑇 = 𝑇EW/
√
𝑥eq ≃

1TeV до ЭСФП, 𝑇 > 𝑇EW (см. правую половину рис. 2.6).

Численное решение системы (2.69), учитывающее сфалеронные процессы,

а также наличие BY ̸= 0 для частного случая волны ЧС, показано на левой
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Рис. 2.6. Функция 𝑦R − 𝑦L + 𝑦0 в зависимости от 𝑡/𝑡EW для лептонной асимметрии 𝑦𝑎 =

104(𝜇𝑎/𝑇 ). (a) Численное решение системы (2.69) для 𝐵
(0)
Y = 1019 G. Сплошная линия соот

ветствует 𝐵0 = 2.1 × 10−2, а штриховая линия – 𝐵0 = 25.6. (b) Аналитическое выражение

для 𝑦R − 𝑦L + 𝑦0 определяемое формулой (2.79).

половине рисунка 2.6. Видно, что в противоположность случаю описываемому

уравнением (2.79), при наличии гипермагнитных полей и учете сфалеронных

переходов химическое равновесие между лептонами и хиггсовским бозоном в

формуле (2.60) никогда не достигается поскольку сумма 𝑦R − 𝑦L + 𝑦0 растет в

симметричной фазе при 𝑡 → 𝑡EW. Таким образом, получаем, что чем короче

длина волны ЧС (например, для 𝐵0 = 25.6 используется максимальное вол

новое число 𝑘0 = 10−7𝑇EW), тем большие значения величины (𝑦R − 𝑦L + 𝑦0)

получаются при 𝑡EW.

Все кривые на рис. 2.6 соответствуют одинаковому начальному условию,

𝑦R(𝑥0) − 𝑦L(𝑥0) + 𝑦0(𝑥0) = 𝑦R(𝑥0) = 10−6, которое соответствует затравочной

асимметрии правых электронов 𝜉𝑒R = 10−10, близкой к значению БАВ, кото

рая ожидается к моменту ЭСФП 𝑥 = 1. Таким образом, нарушение лептонных

чисел во внешних полях из-за абелевой аномалии и сфалеронных переходов при

водит к нарушению химического равновесия в формуле (2.60), существующего

в плазме ранней вселенной, если все реакции, такие как распады, рассеяние и

т.п., учитываются в рамках теории возмущений.
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2.9. Параметр киральной аномалии (𝑦R − 𝑦L) ̸= 0 в

электрослабой плазме до ЭСФП

Эволюция во времени параметра киральной аномалии 𝑦R−𝑦L = 104(Δ𝜇/𝑇 )

показана на рис. 2.7. Существует сильная зависимость от масштаба Λ = 𝑘−1
0

для выбранной конфигурации гипермагнитного поля: чем короче длина волны

ЧС, тем больше оказывается параметр киральной аномалии. Для максимально

допустимого волнового числа 𝑘0 = 𝑘max = 10−7𝑇EW (𝐵0 = 25.6), параметр ки

ральной аномалии Δ𝜇/𝑇 близок к 5×10−5, принятому на рис. 1 статьи [104] как

максимальное начальное значение параметра киральной аномалии сразу после

ЭСФП. Однако для более длинных длин волн ЧС (см. пунктирную линию на

рис. 2.7(b), построенную для 𝑘0 = 7.8×10−5𝑘max), такое начальное значение рас

смотренное в статье [104] будет иметь меньшую величину (Δ𝜇/𝑇 ∼ 10−8), что

может кардинально изменить результаты работы [104]. Заметим, что для самой

сильной амплитуды поля волны ЧС 𝐵Y = 𝑘max𝑌 (𝑡), или в случае наибольше

го влияния абелевой аномалии на лептогенезис, асимметрия левых лептонов 𝑦L

растет с самого начала из-за распадов (обратных распадов) хиггсовского бозона

и затем меняет знак 𝑦L < 0, что разрешено для фермионов, см. рис. 2.7(c).

Можно качественно объяснить рост киральной аномалии, показанной на

рис. 2.7(a) и 2.7(b). Для этой цели упростим кинетические уравнения для 𝜉𝑒R

и 𝜉𝑒L в системе (2.66), расцепив их. Для этого пренебрежем асимметрией хигг

совских бозонов 𝜉0 = 0. Также опустим асимметрию левых лептонов 𝜉𝑒L = 0

в первой строке уравнения (2.66), и асимметрию правых электронов во вто

рой строке уравнения (2.66) 𝜉𝑒R = 0. Например, из первого уравнения в систе

ме (2.66), подставляя псевдоскалярную величину (EY · BY) для волны ЧС из

уравнения (2.68), получаем простое дифференциальное уравнение для асиммет

рии правых электронов 𝑦R = 104𝜉𝑒R,

d𝑦R
d𝑡

+ (Γ + ΓB)𝑦R = 𝑄, (2.80)
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где Γ = 2ΓRL – скорость изменения киральности ΓB = 6(𝑔′2/4𝜋2)2𝐵2
Y/100𝑇

3, а

выражение для 𝑄 = 6 × 104𝑔′2𝐵2
Y𝑘0/400𝜋

2𝑇 4 следуют из второго слагаемого,

связанного со спиральностью, в уравнении (2.68) и из первого (диффузионно

го) члена в том же уравнении (2.68). Решение уравнения (2.80) может быть

получено для сильных и постоянных гипермагнитных полей соответствующих

ΓB ≫ Γ и B2
Y ≈ const,

𝑦R(𝑡) =

[︂
𝑦R(𝑡0)−

𝑄

Γ + ΓB

]︂
𝑒−(Γ+ΓB)(𝑡−𝑡0) +

𝑄

Γ + ΓB
(2.81)

Формула (2.81) показывает асимптотический рост 𝑦R(𝑡) до 𝑦R(𝑡EW) (здесь ис

пользуется начальное значение 𝜉𝑒R(𝑡0) = 0),

𝑦R(𝑡EW) =
𝑄

ΓB

[︁
1− 𝑒−ΓB(𝑡EW−𝑡0)

]︁
=

𝑄

ΓB
≈ 104

(︂
4𝜋2

𝑔′2

)︂(︂
𝑘0
𝑇EW

)︂
= 0.32. (2.82)

Здесь полагаем ΓB𝑡EW ≫ 1 для сильных полей, а также заменяем 𝑔′2 = 0.12 и

𝑘0/𝑇EW = 10−7 для случая 𝐵0 = 25.6.

Видно, что чем больше волновое число 𝑘0, или чем сильнее гипермагнит

ное поле 𝐵Y = 𝑘0𝑌 (𝑡), тем слабее влияние сфалеронов на лептонную (барион

ную) асимметрию. В широком диапазоне изменения волновых чисел асиммет

рия левых лептонов 𝑦L остается пренебрежимо малой по сравнению с асиммет

рией правых электронов 𝑦R, |𝑦L| ≪ 𝑦R. Это связано с начальными условиями

в формуле (2.73) в выбранном подходе, что приводит к асимметрии правых

электронов 𝑦R и параметру киральной аномалии 𝑦R − 𝑦L, близким к тем, кото

рые были получены в работе [59]. Однако для длинноволнового приближения

𝑘0 ≪ 𝑘max небольшое положительное значение 𝑦L > 0, возникающее до момента

𝑇EW, см. рис. 2.7(d), оказывается достаточным, чтобы сфалеронные переходы

смогли уничтожить БАВ.

2.10. Выводы: космологические магнитные поля

В разд. 2.1-2.3.2 была продемонстрирована связь между поляризацион

ным оператором фотона, вычисленным методами теории поля, и макроскопи
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Рис. 2.7. Нормированные химические потенциалы 𝑦R,L и параметр киральной аномалии 𝑦R−

𝑦L как функции 𝑡/𝑡EW для 𝐵
(0)
Y = 1019 G. (a) Нормированный химический потенциал 𝑦R

для 𝐵0 = 25.6 (сплошная линия) и 𝐵0 = 2 × 10−3 (штриховая линия). Штрих-пунктирная

линия соответствует асимптотическому значению 𝑦R = 0.32 вычисленному аналитически в

формуле (2.82). (b) Параметр киральной аномалии 𝑦R−𝑦L для 𝐵0 = 25.6 (сплошная линия) и

𝐵0 = 2×10−3 (штриховая линия). Штрих-пунктирная линия соответствует асимптотическому

значению 𝑦R− 𝑦L равному 0.34. (c) Нормированный химический потенциал 𝑦L для 𝐵0 = 25.6.

(d) Нормированный химический потенциал 𝑦L для 𝐵0 = 2 × 10−2 (сплошная линия) и 𝐵0 =

2× 10−3 (штриховая линия).
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ческой МГД. При этом МГД было модифицировано появляющимся из-за вкла

да СМ членом ЧС Π2, который нарушает четность. Это приводит к новому

𝛼-параметру в формуле (2.19) в уравнении Фарадея. В Приложении Г был выве

ден точный пропагатор заряженного лептона в присутствии нейтринного газа.

Этот пропагатор использовался для расчета однопетлевого вклада в поляри

зационный оператор. Были получены вклады как виртуальных лептонов (см.

формулу (2.5)), так и частиц в плазме, имеющих отличную от нуля температуру

и плотность (см. формулы (2.7) и (2.8)).

Для вывода вклада плазмы в поляризационный оператор использовалась

теория возмущений с мнимым временем. Выражение для Π
(𝜈𝑙)
2 было выведено в

предположении, что 𝑘2 < 4𝑚2, что означает, в плазме не происходит рождения

𝑙�̄� пар. Действительно, как показано в работе [189], распад плазмона запрещен.

В формуле (2.10) было получено выражение для Π
(𝜈𝑙)
2 в случае низкотем

пературной классической электронной плазмы. Было показано, что Π
(𝜈𝑙)
2 ∼

𝐺F𝛼em, в то время как Π
(𝜈)
2 ∼ 𝐺F𝛼

2
em. Таким образом получается, что Π

(𝜈𝑙)
2

на три порядка больше Π
(𝜈)
2 . Поэтому нельзя пренебрегать Π

(𝜈𝑙)
2 по сравнению с

Π
(𝜈)
2 , как это было сделано в работе [182]. Полученное выражение для Π2 отлича

ется от результатов работы [183], где вычисление было сделано для 𝑒𝑒-плазмы

и 𝜈𝜈-газа в приближении Ферми. Это расхождение связано с тем, что радиа

ционные поправки к массе электрона в горячей и плотной плазме (см. форму

лу (2.13)) не были учтены в работе [183].

Двухпетлевой вклад в Π2 был вычислен в работе [105]. Было найдено, что

Π2 отлично от нуля для фонового вещества с ненулевой асимметрией 𝜈𝜈-газа, да

же если все заряженные лептоны и кварки являются виртуальными. В разд. 2.1

и 2.2 явно продемонстрировано, что в нижнем порядке по 𝐺F в случае классиче

ской электронной плазмы с низкой температурой и плотностью полное выраже

ние Π2 = Π
(𝜈)
2 +Π

(𝜈𝑙)
2 → 0 при 𝑘2 → 0. Этот результат согласуется с результатом

статьи [186]. Таким образом, выведенное выражение для Π2 обобщает резуль

таты статьи [105], поскольку в нем точно учтены характеристики лептонной
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плазмы, такие как 𝑇 и 𝜇, масса лептонов, которую нельзя опустить в горячем

и плотном веществе (см., например, статьи [192,193]), а также закон дисперсии

фотонов. Более того, в отличие от работы [105], использованный здесь метод вы

числений позволяет воспроизвести значение Π2 = 0, соответствующее случаю

𝜈𝜈-газа с ненулевой асимметрией 𝑛𝜈 − 𝑛𝜈 ̸= 0, и только виртуальных заряжен

ных лептонов с 𝑇 = 0 и 𝜇 = 0.

В разд. 2.3 было рассмотрено приложение для описания эволюции маг

нитного поля в горячей плазмы ранней Вселенной с 𝑇 ≫ 𝑚𝑒. В этом случае

наблюдается возможность роста магнитного поля за счет нейтринной асиммет

рией. Кроме того обнаружено, что можно пренебречь магнитной диффузией.

Конечно, в данном механизме необходимо наличие затравочного поля 𝐵0, кото

рое затем усиливается за счет динамо.

На этой основе, в формуле (2.21) была найдена нижняя граница на ней

тринные асимметрии, обеспечивающая рост поля в горячей плазме ранней Все

ленной, которая согласуется с известной (верхней) границей на асимметрию

электронных нейтрино из первичного нуклеосинтеза [195]. На этом этапе эво

люции вселенной, новый механизм, предложенный в разделе 2.3.2 для усиления

магнитного поля за счет нейтринных асимметрий в горячей плазме, является

более предпочтительным по сравнению с подходом основанным на киральной

электронной асимметрии ∼ (𝜇R − 𝜇L) [104].

Результат совместного учета КМЭ и МГД-турбулентности, выполненного

в разд. 2.4-2.5.2, при эволюции магнитного поля в ранней вселенной показан

на рис. 2.4. На рис. 2.4 видно, что чем сильнее начальное магнитное поле, тем

заметнее различие между турбулентными и нетурбулентными случаями. Пара

метр киральной аномалии 𝜇5(𝑡) имеет большие значения за счет турбулентности

вещества, начиная с ЭСФП. Затем при температуре в несколько сотен MeV он

плавно уменьшается и спадает немного быстрее, чем при учете только КМЭ.

Это можно объяснить обратным каскадом с увеличением крупномасштабных

вкладов в спектрах, когда роль турбулентного движения уменьшается.
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Зависимость 𝜇5 от параметра турбулентности 𝐾𝑑 является неявной в урав

нении (2.58). Такая неявная зависимость следует из характеристик магнитного

поля ℋ и ℛ, которые, очевидно, зависят от этого параметра, как видно из

уравнений (2.56) и (2.57). В то время как диффузионные члены для магнитной

спиральности ℋ и спектров плотности магнитной энергии ℛ усиливаются эф

фектами турбулентности ∼ 𝐾𝑑, условия неустойчивости (генерации) ∼ ℳ ∼ 𝜇5

дополняются по-разному через тот же параметр 𝐾𝑑. Турбулентное движение

влияет на магнитную спиральность ℋ даже при уменьшающемся киральном

дисбаленсе 𝜇5; ср. рис. 2.4(e) и 2.4(f). Магнитная энергия ℛ дополнительно

уменьшается из-за турбулентного параметра 𝐾𝑑. Это приводит к тому, что

сплошные кривые для напряженности магнитного поля на рис. 2.4(c) и 2.4(d)

лежат ниже штрихованных линий, соответствующих только учету КМЭ.

Подчеркнем, что такие противоположные вклады турбулентного движе

ния ∼ v в эволюцию ℋ и ℛ непосредственно следуют из разных знаков пе

ред параметром 𝛼𝑑 в формуле (2.33), в отличие от результатов работы [181].

Другим важным результатом, полученным в разд. 2.5, является изучение вли

яния турбулентности плазмы на неустойчивость магнитного поля. В разд. 2.4

скорость плазмы аппроксимировалась силой Лоренца; ср. формулу (2.30). В

рамках этой модели, используя результаты разд. 2.5.1, можно видеть, что ес

ли учитывать только вклад плазменной турбулентности, т.е. предполагая, что

𝛼𝑑 ̸= 0 и 𝛼CME = 0, то затравочное магнитное поле не может быть усилено. Этот

результат следует из уравнения (2.37). Данный вывод противостоит результа

там работы [181], где утверждается, что плазменная турбулентность, описанная

в рамках выбранной модели, может обеспечить усиление затравочного магнит

ного поля.

Физическая причина вышеупомянутой несогласованности полученных ре

зультатов с результатами работы [181] основана на следующем факте: модель

для учета скорости плазмы в уравнении Фарадея (2.28) подразумевает замену

v → FL в формуле (2.30). Как известно, сила Лоренца не способна придавать
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линейное ускорение заряженным частицам в плазме. Таким образом, самопод

держивающиеся электрические токи, которые могут генерировать неустойчи

вое магнитное поле, не могут возбуждаться в такой плазме. Это означает, что

неустойчивость магнитного поля не может быть реализована, если выбрать дан

ную модель учета турбулентного движения вещества. Поэтому представление

спектров в виде гиперболических функций в уравнении (2.36) возможно только

в том случае, если учитывается КМЭ и его вклад является доминирующим,

т.е., когда |𝛼CME| > |𝛼𝑑|. Рассматривая только турбулентность, можно ожидать

лишь более быстрый распад мод в спектрах соответствующих большим 𝑘; ср.

уравнения (2.34) и (2.52).

В разд. 2.6-2.9 было исследовано каким образом киральная асимметрия

Δ𝜇 = 𝜇𝑒R − 𝜇𝑒L ̸= 0 возникает перед ЭСФП в сценарии, в котором генерация

БАВ происходит благодаря начальной асимметрии правых электронов 𝜉𝑒R(𝑡0) =

𝜇𝑒R/𝑇0 ≃ 10−10. Если рассматриваются температуры 𝑇 ≤ 𝑇0 = 𝑇RL ∼ 10TeV,

то реакции с изменением киральности придут в равновесие. Тогда при 𝑡 > 𝑡0 на

рушение лептонных чисел приводит к ненулевой асимметрии левых электронов

𝜉𝑒L(𝑡) = 𝜇𝑒L/𝑇 ̸= 0. Заметим, что нарушение лептонных чисел происходит из-за

абелевых аномалий и из-за наличия SU(2)W-аномалии. Полученная асиммет

рия левых электронов приводит к изменению начальной асимметрии правых

электронов 𝜉𝑒R(𝑡) и влияет на эволюцию БАВ.

Было получено, что сфалеронные процессы наиболее эффективно уничто

жают БАВ в случае крупномасштабных гипермагнитных полей. Кроме того,

было обнаружено, что чем больше начальное гипермагнитное поле 𝐵(0)
Y , тем

больше лептонная и барионная асимметрии.

Несмотря на использование упрощенной конфигурации поля в виде вол

ны ЧС, был получен ряд важных результатов. Чтобы получить БАВ близкую

к наблюдаемому значению 𝐵obs(𝑡EW) ∼ 10−10, волновое число ЧС принима

лось равным 𝑘0 ≃ 10−3𝑘max, где 𝑘max = 10−7𝑇EW соответствует максимально

му волновому числу для гипермагнитного поля, для которого не существенны
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омические потери на момент ЭСФП. Макроскопическое дальнодействующее ги

перзарядовое поле имеет масштаб Λ = 𝑘−1
0 , который намного больше среднего

расстояния между частицами в плазме 𝑇−1, а с другой стороны, намного мень

ше размера горизонта Λ ≪ 𝑙𝐻 = 1016/𝑇EW, который на момент ЭСФП намного

больше масштабов 𝑘−1
0 = 107/𝑇EW и 𝑘−1

0 ≃ (1010 − 1011)/𝑇EW используемых на

рис. 2.6-2.7. Таким образом, генерируемые магнитные поля являются довольно

мелкомасштабными, и для того чтобы получить необходимый масштаб наблю

даемых галактических магнитных полей, видимо, нужно использовать идею

обратного каскада, который развивается после ЭСФП для максвелловских по

лей [214], которые возникают из гиперзарядовых полей в рассматриваемом при

чинном сценарии. Заметим, что для эффективного осуществления обратного

каскада требуется значительная магнитная спиральность. Для волны ЧС плот

ность спиральности ℎY ∼ 𝑘30 ∫ d𝑡𝑌 2(𝑡) уменьшается с понижением волнового

числа 𝑘0 быстрее чем плотность энергии 𝜌
(𝐵)
Y = 𝐵2

Y/2 = 𝑘20𝑌
2(𝑡)/2. Другими

словами, чем меньше 𝑘0, тем больше конфигурация волны ЧС отклоняется от

максимально спирального поля, подчиняющегося отношению 𝑘0ℎ
max
Y = 2𝜌

(𝐵)
Y .

Это обстоятельство следует учитывать для более реалистичного непрерывного

спектра гиперзарядового поля.

Кроме того, выбор волны ЧС представляется оправданным для описа

ния перехода гиперзарядового поля в максвелловское во время ЭСФП. Этот

факт был установлен в работе [215] на основе сохранения спиральности для

трехмерной конфигурацией 𝑌𝜇, которое проникает через доменную стенку, раз

деляющую фазы с нарушенной и ненарушенной симметрией во время ЭСФП

𝑇 ∼ 𝑇EW.

Эволюция соответствующей гипермагнитной спиральности для произволь

ной конфигурации гипермагнитных полей перед ЭСФП 𝐻Y =
∫︀
d3x(Y · BY)

была изучена в работе [102], в пренебрежении гипермагнитной диффузией. По

следующая эволюция магнитной спиральности в горячей плазме при темпера

турах 𝑇 ≪ 𝑇EW была проанализирована в том же приближении в работе [216],
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опираясь на модель, предложенную в работе [217] для параметра магнитной спи

ральности 𝛼 ∼ 𝐺F. Существует, однако, альтернативный механизм образования

𝛼-параметра динамо, предложенный в статьях [104, 105], который может более

эффективно описать эволюцию максвелловских полей. Тем не менее, подход

развитый в работе [105] содержит ряд противоречий, которые были отмечены

выше в данном разделе.

Таким образом, в разд. 2.6-2.9 была оценена киральная асимметрия Δ𝜇 =

𝜇𝑒R − 𝜇𝑒L, возникающая только на момент ЭСФП 𝑇 ≃ 𝑇EW, используя про

стейшую конфигурацию гиперзарядового поля — волну ЧС — и учитывая пря

мые и обратные распады хиггсовских бозонов, а также сфалеронные процессы.

Эволюция лептонной и хиггсовской асимметрии изучалась при температурах

𝑇EW ≤ 𝑇 ≤ 𝑇RL. Барионная и лептонная асимметрии довольно сильно зави

сят от длины волны ЧС 𝑘−1
0 . Исчезновение БАВ из-за сфалеронных переходов

при наличии левых частиц при 𝑇 < 𝑇RL не происходит в широкой области

волновых чисел ЧС. Таким образом сценарий генерации БАВ за счет асиммет

рии правых электронов 𝑒R не подвержен наличию сильных гипермагнитных

полей. При этом оказывается, что усиление за счет динамо оказывается весьма

незначительным для случая волны ЧС. Можно рассматривать альтернативные

механизмы усиления гипермагнитного поля, основанные, например, на нали

чии нового псевдоскалярного поля взаимодействующего с плотностью гипер

заряда [218]. В рамках СМ трехмерная конфигурация гипермагнитного поля,

по-видимому, является более эффективной для рассматриваемых проблем.
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Глава 3

Генерация сильных магнитных полей в

компактных звездах

В данной главе изучается генерация магнитных полей за счет электро

слабого взаимодействия и применение полученных результатов для построения

модели магнитаров. В разд. 3.1 выводится выражение для аномального тока без

массовых заряженных фермионов текущего вдоль внешнего магнитного поля.

При этом предполагается, что эти фермионы электрослабо взаимодействуют

с фоновым веществом. Вместо мацубаровской техники, использованной в ра

ботах [62, 63] (см. также разд. 2.2), электрический ток вычисляется на основе

точного решения уравнения Дирака для данных фермионов.

Затем, в разд. 3.2 будет исследовано влияние ненулевой массы заряженных

частиц на генерацию аномального электрического тока с учетом электрослабо

го взаимодействия с фоновым веществом. Для того, чтобы вычислить аномаль

ный ток будут использованы два метода: точное решение уравнения Дирака во

внешних полях [63,65,219,220] и расчет антисимметричного вклада в поляриза

ционный оператор фотона в веществе [61,105]. В обоих случаях будет показано,

что индуцированный ток вдоль магнитного поле исчезает для любой ненуле

вой массы заряженных частиц. Затем обсуждается применимость полученного

результата для генерации магнитных полей в НЗ.

В разд. 3.3 и 3.4 результаты разд. 3.1 (см. также работы [63,65–68]) приме

няются для описания неустойчивости магнитного поля, приводящей к его росту,

в кварковом веществе в ГЗ/КЗ. В разд. 3.3, выведены кинетические уравнения,

описывающие эволюцию магнитного поля и киральных дисбалансов в кварко

вом веществе. Также сформулированы начальные условия соответствующие ти

пичному астрофизическому веществу. Затем в разд. 3.4 приведены результаты

численных решений этих кинетических уравнений.
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Применение результатов полученных в разд. 3.3 и 3.4 для описания вспы

шек магнитаров обсуждается в разд. 3.5-3.7 (см. также статью [70]). В разд. 3.5

выводятся уравнения описывающие эволюцию мелкомасштабного магнитного

поля с учетом МГД-турбулетности (см. разд. 2.5) в кварковом веществе. Эти

уравнения эволюции численно решены в разд. 3.6. Результаты численного мо

делирования применяются в разд. 3.7 для объяснения электромагнитного излу

чения магнитаров.

В разд. 3.8 рассматривается приложение вычисления параметра ЧС в раз-

делах 2.1 и 2.2 для описания генерации магнитного поля в релятивистской элек

тронной плазме при взрыве СН за счет электрослабого взаимодействия между

электронами и нейтрино. Возникающая при этом неустойчивость поля обуслов

лена нейтринной асимметрией Δ𝑛𝜈 = 𝑛𝜈 − 𝑛𝜈 ̸= 0.

Наконец, в разд. 3.9 обсуждаются полученные результаты и их примени

мость для моделирования магнитных полей в магнитарах. Вычисление скорости

изменения спиральности кварков при их взаимных столкновений приводится в

Приложении Ж. Расчет времени увлечения в плотном кварковом веществе да

ется в Приложении З.

3.1. Киральный магнитный эффект в присутствии

электрослабого взаимодействия нарушающего

пространственную четность

В этом разделе будет получено решение уравнения Дирака для безмас

сового заряженного фермиона, электрослабо взаимодействующего с фоновым

веществом под действием внешнего магнитного поля. Затем будет выведен ин

дуцированный электрический ток вдоль направления магнитного поля.

Рассматривая электрослабое взаимодействие между пробным фермионом

и фермионами фонового вещества в приближении Ферми [221], получаем, что
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уравнение Дирака для безмассовых фермионов в рассматриваемой системе име

ет вид, [︀
𝛾𝜇 (i𝜕𝜇 + 𝑒𝐴𝜇)− 𝛾0 (𝑉L𝑃L + 𝑉R𝑃R)

]︀
𝜓𝑓 = 0, (3.1)

где 𝛾𝜇 =
(︀
𝛾0,𝛾

)︀
– матрицы Дирака, 𝐴𝜇 = (0, 0, 𝐵𝑥, 0) – векторный потенциал

магнитного поля, направленного вдоль оси 𝑧, 𝑃L,R = (1 ∓ 𝛾5)/2 – киральные

проекционные операторы, 𝛾5 = i𝛾0𝛾1𝛾2𝛾3, а 𝑉L,R – эффективные потенциалы

взаимодействия левого и правого фермиона с фоновым веществом. Явный вид

𝑉L,R для случая взаимодействия между электронами и нуклонами можно найти

в работе [63]. Ситуация электрослабого взаимодействия между кварками будет

рассмотрена ниже в разд. 3.3. Заметим, что в уравнении (3.1) для определен

ности рассматривается случай отрицательно заряженного фермиона с зарядом

𝑞𝑓 = −𝑒, где 𝑒 > 0. В дальнейшем верхний знак как в ∓, так и ±, во всех

выражениях в этом разделе, соответствует левым частицам.

Разложим волновую функцию 𝜓𝑓 на киральные проекции как 𝜓𝑓 = 𝜓L +

𝜓R, где 𝜓L,R = 𝑃L,R𝜓𝑓 . Используя матрицы Дирака в стандартном представле

нии [222],

𝛾0 =

⎛⎝ 1 0

0 −1

⎞⎠ , 𝛾 =

⎛⎝ 0 𝜎

−𝜎 0

⎞⎠ , 𝛾5 =

⎛⎝ 0 1

1 0

⎞⎠ , (3.2)

где 𝜎 – матрицы Паули, удобно представлять 𝜓T
L,R = (𝜙L,R,∓𝜙L,R). Используя

уравнение (3.1) и разделяя переменные 𝜙L,R = exp(−i𝐸L,R𝑡+i𝑝𝑦𝑦+i𝑝𝑧𝑧)𝜙L,R(𝑥),

получаем следующее уравнение для двухкомпонентных спиноров 𝜙L,R(𝑥):

[𝑃0 ± (𝜎P)]𝜙L,R =

⎛⎝ 𝑃0 ± 𝑝𝑧 ∓i
√
𝑒𝐵 [𝜕𝜂 + 𝜂]

∓i
√
𝑒𝐵 [𝜕𝜂 − 𝜂] 𝑃0 ∓ 𝑝𝑧

⎞⎠𝜙L,R = 0, (3.3)

где 𝑃 𝜇 = (𝐸L,R − 𝑉L,R,−i𝜕𝑥, 𝑝𝑦 + 𝑒𝐵𝑥, 𝑝𝑧) и 𝜂 =
√
𝑒𝐵𝑥+ 𝑝𝑦/

√
𝑒𝐵.

Решение уравнения (3.3) можно найти, используя функции Эрмита 𝑢n(𝜂) =
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(𝑒𝐵/𝜋)1/4 exp(−𝜂2/2)𝐻n(𝜂)/
√
2nn!, где 𝐻n(𝜂) – полином Эрмита, в виде,

𝜙L,R(𝑥) =
1

4𝜋
√
𝑃0

⎛⎝ √
𝑃0 ∓ 𝑝𝑧𝑢n−1

∓i
√
𝑃0 ± 𝑝𝑧𝑢n

⎞⎠ , (3.4)

для n = 1, 2, . . . . Нормировочный коэффициент в формуле (3.4) соответству

ет следующей нормировке четырехкомпонентной волновой функция 𝜓T
L,R =

(𝜙L,R,∓𝜙L,R):∫︁
(𝜓L,R)

†
n𝑝𝑦𝑝𝑧

(𝜓L,R)n′𝑝′𝑦𝑝′𝑧 d
3𝑥 = 𝛿nn′𝛿

(︀
𝑝𝑦 − 𝑝′𝑦

)︀
𝛿 (𝑝𝑧 − 𝑝′𝑧) . (3.5)

Уровни энергии можно найти из выражения,

𝑃 2
0 = (𝐸L,R − 𝑉L,R)

2 = 𝑝2𝑧 + 2𝑒𝐵n. (3.6)

Чтобы получить решение в формуле (3.4), используется следующее свойства

функций Эрмита: [𝜕𝜂 + 𝜂]𝑢n =
√
2n𝑢n−1 и [𝜕𝜂 − 𝜂]𝑢n−1 = −

√
2n𝑢n.

Если n = 0, то решение уравнения (3.3) имеет вид,

𝜙L,R(𝑥) =
1

2𝜋
√
2

⎛⎝ 0

𝑢0

⎞⎠ . (3.7)

Подставляя выражение (3.7) в соотношение (3.3) и используя формулу (3.6),

получаем, что 𝑝𝑧 > 0 для левых частиц и 𝑝𝑧 < 0 для правых. Следует отметить

что при n > 0, −∞ < 𝑝𝑧 < +∞.

Наконец, находим четырехкомпонентную волновую функцию в виде,

𝜓
(n>0)
L,R (𝑥) =

1

4𝜋
√︀
𝐸L,R − 𝑉L,R

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

√︀
𝐸L,R − 𝑉L,R ∓ 𝑝𝑧𝑢n−1

∓i
√︀
𝐸L,R − 𝑉L,R ± 𝑝𝑧𝑢n

∓
√︀
𝐸L,R − 𝑉L,R ∓ 𝑝𝑧𝑢n−1

i
√︀
𝐸L,R − 𝑉L,R ± 𝑝𝑧𝑢n

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝜓
(n=0)
L,R (𝑥) =

1

2𝜋
√
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

𝑢0

0

∓𝑢0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (3.8)
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Используя формулу (3.8), можно вычислить усредненный электрический

ток вдоль магнитного поля как

𝐽L,R
𝑧 = 𝑒

∞∑︁
n=0

∫︁ +∞

−∞
d𝑝𝑦

∫︁
d𝑝𝑧

[︁
𝜓
(𝑓)
L,R𝛾

3𝜓𝑒
L,R𝜌𝑓(𝐸

(𝑓)
L,R)− 𝜓

(𝑓)
L,R𝛾

3𝜓
(𝑓)
L,R𝜌𝑓(𝐸

(𝑓)
L,R)
]︁
, (3.9)

где 𝜌𝑓,𝑓(𝐸) = [exp(𝛽(𝐸 ∓ 𝜇L,R) + 1]−1 – распределения Ферми-Дирака с верхним

(нижним) знаком вперед химическим потенциалом для фермионов (антиферми

онов), 𝐸(𝑓,𝑓)
L,R =

√︀
𝑝2𝑧 + 2𝑒𝐵n ± 𝑉L,R – уровни энергии для фермионов (верхний

знак) и антифермионов (нижний знак), 𝛽 = 1/𝑇 – обратная температура, а

𝜇L,R – химические потенциалы левых и правых частиц. Волновые функции ан

тифермионов 𝜓𝑓
L,R в формуле (3.9) могут быть получены из волновых функций

фермионов 𝜓𝑓
L,R, приведенных в соотношении (3.8), путем применения зарядо

вого сопряжения [219].

При n > 0 мы получаем для фермионов,

𝜓L,R𝛾
3𝜓L,R =∓ 1

8𝜋2(𝐸L,R − 𝑉L,R)

×
[︀
(𝐸L,R − 𝑉L,R ∓ 𝑝𝑧)𝑢

2
n−1 − (𝐸L,R − 𝑉L,R ± 𝑝𝑧)𝑢

2
n

]︀
, (3.10)

и ∫︁ +∞

−∞
d𝑝𝑦𝜓L,R𝛾

3𝜓L,R =
𝑒𝐵

4𝜋2
𝑝𝑧

𝐸L,R − 𝑉L,R
. (3.11)

Интегрируя формулу (3.11) по 𝑝𝑧, получаем, что уровни Ландау с n > 0 не

вносят вклад в электрический ток.

Для низшего уровня Ландау с n = 0 имеем,

𝜓L,R𝛾
3𝜓L,R = ± 𝑢20

4𝜋2
,

∫︁ +∞

−∞
d𝑝𝑦𝜓L,R𝛾

3𝜓L,R = ± 𝑒𝐵

4𝜋2
. (3.12)

Наконец, находим для левых фермионов

𝐽L
𝑧 = −𝑒

2𝐵

4𝜋2

∫︁ +∞

0

d𝑝𝑧𝜌𝑓(𝑝𝑧 + 𝑉L), (3.13)

и для правых фермионов

𝐽R
𝑧 = +

𝑒2𝐵

4𝜋2

∫︁ 0

−∞
d𝑝𝑧𝜌𝑓(−𝑝𝑧 + 𝑉R), (3.14)
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и аналогичные выражения для антифермионов.

Добавляя вклад позитронов с правильно выбранными знаками и предела

ми интегрирования, получаем, что полный ток J = JL+JR, вызванный кираль

ными эффектами, принимает вид,

𝐽𝑧 =
𝑒2𝐵

4𝜋2

{︂∫︁ 0

−∞
d𝑝𝑧𝜌𝑓(−𝑝𝑧 + 𝑉R)−

∫︁ +∞

0

d𝑝𝑧𝜌𝑓(𝑝𝑧 − 𝑉R)

−
∫︁ +∞

0

d𝑝𝑧𝜌𝑓(𝑝𝑧 + 𝑉L) +

∫︁ 0

−∞
d𝑝𝑧𝜌𝑓(−𝑝𝑧 − 𝑉L)

}︂
. (3.15)

Приводя подобные слагаемые и переходя к векторным обозначениям, находим

выражение для тока в окончательном виде

J =
𝑒2

2𝜋2
(𝜇5 + 𝑉5)B, (3.16)

которое должно быть добавлено к обычному омическому току JOhm в стандарт

ной плазме КЭД. В формуле (3.16), 𝜇5 = (𝜇R−𝜇L)/2 и 𝑉5 = (𝑉L−𝑉R)/2. Стоит

упомянуть, что формула (3.16) справедлива для любой температуры плазмы.

Первый член (∼ 𝜇5) в соотношении (3.16) воспроизводит КМЭ известный, на

пример, в плазме КХД [223], а второе слагаемое (∼ 𝑉5) определяется электросла

бым взаимодействием и имеет поляризационное происхождение (см., например,

работу [209]).

3.2. Влияние массы заряженных частиц на генерацию

аномального тока вдоль магнитного поля

В разд. 3.1 предполагалось, что масса заряженных фермионов точно равна

нулю. Это приводило к возникновению аномального электрического тока вдоль

магнитного поля. В данном разделе будет исследована роль массы фермионов

при генерации подобного тока [77].

В работах [63,65–68] была предложена модель генерации магнитного поля

в магнитарах на основе неустойчивости магнитного поля в веществе НЗ, состоя

щий из электронов и нейтронов, взаимодействующих между собой посредством
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электрослабых сил. В рамках данной модели предсказывался рост затравоч

ного магнитного поля 𝐵0 ∼ 1012 G, характерного для пульсара, до значений,

ожидаемых в магнитарах во временных интервалах, сравнимых с возрастом

магнитаров. Как показано в работах [66, 68], тепловое движение фоновых фер

мионов в веществе НЗ может быть источником энергии обеспечивающим рост

магнитного поля.

В работах [63, 65–68] рассматривалось взаимодействие внутри НЗ между

ультрарелятивистскими электронами и нерелятивистскими нейтронами, кото

рые являются сильно вырожденными. Основываясь на том факте, что элек

троны ультрарелятивистские, масса электрона не учитывалась и приближенно

рассматривалась эволюция по отдельности правых и левых киральных компо

нент электрон-позитронного поля. Подобное приближение использовалось в ра

ботах [64, 126], где обсуждалась генерация тороидального магнитного поля в

НЗ.

Несмотря на то, что электрон в НЗ является ультрарелятивистским, он

имеет ненулевую массу. Любая ненулевая масса электрона нивелирует проявле

ние КМЭ. Скорость изменения спиральности Γ𝑓 релятивистских электронов в

веществе НЗ недавно была вычислена в работах [67,68,125]. Было найдено, что

Γ𝑓 ∼ 𝑚2
𝑒, где 𝑚𝑒 масса электрона, что приводит к смешиванию киральных про

екций ультрарелятивистских электронов и уменьшает начальный киральный

дисбаланс. К тому же, в работе [219] упоминалось, что любая ненулевая масса

заряженной частицы может приводить к занулению индуцированного аномаль

ного электрического тока и к исчезновению КМЭ.

Главной особенностью модели в работах [63,65–68] является существование

отличного от нуля электрического тока вдоль направления магнитного поля:

J = ΠB (см. формулу (3.16)). Данный ток является эффективным, т.е. он су

ществует только в веществе. Как показано в работе [61], уравнения Максвелла,

модифицированные с учетом этого тока, имеют неустойчивое решение приводя

щее к экспоненциальному росту затравочного магнитного поля. В настоящем
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разделе будет тщательно проанализирована роль массы заряженных частиц

на генерацию индуцированного аномального тока в присутствии нарушающего

четность электрослабого взаимодействия. Следует отметить, что, помимо уль

трарелятивистских электронов, вещество НЗ также должно содержать такое

же количество вырожденных, нерелятивистских протонов чтобы вся звезда бы

ла электронейтральной. Следовательно, необходимо также проанализировать

вклад этих протонов в аномальный электрический ток.

Сначала необходимо кратко напомнить вид электрослабого взаимодействия

заряженной частицы, протона или электрона, с нейтроном. Как и в разд. 3.1

это взаимодействие будет учитываться в приближении упругого рассеяния впе

ред на основе модели Ферми. Будем считаем, что фоновое вещество НЗ со

стоит в основном из нейтронов, которые принимаются неполяризованными и

макроскопически неподвижными. Учитывая вклады нейтральных и заряжен

ных токов [224], получим эффективный лагранжиан взаимодействия пробной

заряженной частицы, описываемой биспинором 𝜓, с этим ядерным веществом,

ℒint = −𝜓𝛾0 (𝑉L𝑃L + 𝑉R𝑃R)𝜓. (3.17)

Эффективные потенциалы 𝑉L,R в уравнении (3.17) имеют вид:

𝑉L =
√
2𝐺F𝑛𝑛

(︂
1

2
− sin2 𝜃W

)︂
, 𝑉R = −

√
2𝐺F𝑛𝑛 sin

2 𝜃W, (3.18)

для электронов и

𝑉L =
√
2𝐺F𝑛𝑛

(︂
2|𝑉𝑢𝑑|2 + sin2 𝜃W − 1

2

)︂
, 𝑉R =

√
2𝐺F𝑛𝑛 sin

2 𝜃W, (3.19)

для протонов. В формулах (3.18) и (3.19), 𝑛𝑛 – концентрация нейтронов, 𝑉𝑢𝑑 ≈

0.97 – элемент матрицы Кабиббо-Кобаяши-Маскавы, а sin2 𝜃W ≈ 0.23 – пара

метр Вайнберга.

Индуцированный электрический ток вычисляется с помощью точного ре

шения уравнения Дирака во внешних полях. Уравнение Дирака для заряжен

ной частицы, в котором учтено электрослабое взаимодействие с ядерным ве

ществом в формулах (3.17)-(3.19), под действием внешнего магнитного поля
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B = (0, 0, 𝐵), имеет вид,

[︀
𝛾𝜇 (i𝜕𝜇 − 𝑒𝐴𝜇)−𝑚− 𝛾0 (𝑉L𝑃L + 𝑉R𝑃R)

]︀
𝜓 = 0, (3.20)

где 𝐴𝜇 = (0, 0, 𝐵𝑥, 0) – четырех-вектор потенциала электромагнитного поля в

калибровке Ландау, 𝑒 – электрический заряд (𝑒 < 0 для электрона и 𝑒 > 0 для

протона), а 𝑚 – масса частицы.

Рассмотрим сначала решения уравнения (3.20) для положительно заряжен

ных частиц с 𝑒 > 0, т.е. для протонов. Переменные в уравнении (3.20) разде

ляются обычным способом: 𝜓 = exp(−i𝐸𝑡 + i𝑝𝑦𝑦 + i𝑝𝑧𝑧)𝜓𝑥, где 𝜓𝑥 = 𝜓𝑥(𝑥) –

биспинор зависящий только от координаты 𝑥. Удобно выбрать матрицы Дирака

в киральном представлении [222]

𝛾0 =

⎛⎝ 0 −1

−1 0

⎞⎠ , 𝛾 =

⎛⎝ 0 𝜎

−𝜎 0

⎞⎠ , 𝛾5 =

⎛⎝ 1 0

0 −1

⎞⎠ , (3.21)

Можно также представить биспинор 𝜓𝑥 используя двухкомпонентные кираль

ные спиноры 𝜓T
𝑥 = (𝜉, 𝜂). На основе уравнений (3.20) и (3.21) получаем уравне

ния для 𝜉 и 𝜂, ⎛⎝ 𝑃0 + 𝑉5 − 𝑝𝑧 i
√
𝑒𝐵𝐷−

i
√
𝑒𝐵𝐷+ 𝑃0 + 𝑉5 + 𝑝𝑧

⎞⎠ 𝜉 = −𝑚𝜂,

⎛⎝ 𝑃0 − 𝑉5 + 𝑝𝑧 −i
√
𝑒𝐵𝐷−

−i
√
𝑒𝐵𝐷+ 𝑃0 − 𝑉5 − 𝑝𝑧

⎞⎠ 𝜂 = −𝑚𝜉, (3.22)

где 𝑃0 = 𝐸 − 𝑉 , 𝑉 = (𝑉L + 𝑉R) /2, 𝐷± = 𝜕𝜒 ± 𝜒, а 𝜒 =
√
𝑒𝐵𝑥 − 𝑝𝑦/

√
𝑒𝐵.

Предполагая, что 𝜓𝑥 → 0 при |𝑥| → ∞, будем искать решение уравнения (3.22).

в виде,

𝜉 =

⎛⎝ 𝐶1𝑢n

−i𝐶2𝑢n−1

⎞⎠ , 𝜂 =

⎛⎝ 𝐶3𝑢n

−i𝐶4𝑢n−1

⎞⎠ , (3.23)

где 𝑢n = 𝑢n(𝜒) – функция Эрмита, n = 0, 1, 2, . . . , а 𝐶𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 4, – спиновые

коэффициенты. Явный вид 𝑢n можно найти, например, в работе [63].
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Используя следующие свойства 𝑢n:𝐷+𝑢n =
√
2n𝑢n−1 and𝐷−𝑢n−1 = −

√
2n𝑢n,

а также формулу (3.23), получаем соотношения между 𝐶𝑖,

𝑚𝐶1,3 + (𝑃0 ∓ 𝑉5 ± 𝑝𝑧)𝐶3,1 ±
√
2𝑒𝐵n𝐶4,2 = 0,

𝑚𝐶2,4 + (𝑃0 ∓ 𝑉5 ∓ 𝑝𝑧)𝐶4,2 ±
√
2𝑒𝐵n𝐶3,1 = 0. (3.24)

Нормировку волновой функции протона следует выбирать в виде,∫︁
d3𝑥𝜓†

n,𝑝𝑦,𝑝𝑧
𝜓n′,𝑝′𝑦,𝑝

′
𝑧
= 𝛿nn′𝛿

(︀
𝑝𝑦 − 𝑝′𝑦

)︀
𝛿 (𝑝𝑧 − 𝑝′𝑧) . (3.25)

Таким образом, 𝐶𝑖 подчиняются соотношению

4∑︁
𝑖=1

|𝐶𝑖|2 =
1

(2𝜋)2
. (3.26)

Уровни энергии можно получить из уравнений (3.24) в форме,

(︀
𝐸 − 𝑉

)︀2
= (𝐸0 + 𝑠𝑉5)

2 +𝑚2, (3.27)

где 𝐸0 =
√︀

2𝑒𝐵n + 𝑝2𝑧 – энергия безмассовой заряженной частицы в постоян

ном однородном магнитном поле, а 𝑠 = ±1. Уровни энергии в уравнении (3.27)

совпадают с найденными в работе [220], где был рассмотрен электрон, взаимо

действующий с нейтронами и внешним магнитным полем. В работе [220] была

использована симметричная калибровка для векторного потенциала A.

Сначала изучим случай n > 0. Явный вид 𝐶𝑖 можно найти, если использо

вать следующие выражения:

𝐶3,4 (𝑃0 − 𝑉5 − 𝑠𝐸0) +𝑚𝐶1,2 = 0,

𝐶2,4 (𝑠𝐸0 − 𝑝𝑧) +
√
2𝑒𝐵n𝐶1,3 = 0, (3.28)

которые следуют из уравнений (3.24). Отметим, что формула (3.28). являет

ся следствием существования дополнительного спинового интеграла уравне

ния (3.20), найденного в работе [220]. Используя формулы (3.26)-(3.28), получа
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ем 𝐶𝑖 в виде

|𝐶1|2 =
𝑠

(2𝜋)24𝐸0𝑃0
(𝑠𝐸0 − 𝑝𝑧) (𝑃0 − 𝑉5 − 𝑠𝐸0) ,

|𝐶2|2 =
𝑠

(2𝜋)24𝐸0𝑃0

2𝑒𝐵n (𝑃0 − 𝑉5 − 𝑠𝐸0)

(𝑠𝐸0 − 𝑝𝑧)
,

|𝐶3|2 =
𝑠

(2𝜋)24𝐸0𝑃0

𝑚2 (𝑠𝐸0 − 𝑝𝑧)

(𝑃0 − 𝑉5 − 𝑠𝐸0)
,

|𝐶4|2 =
𝑠

(2𝜋)24𝐸0𝑃0

𝑚22𝑒𝐵n

(𝑠𝐸0 − 𝑝𝑧) (𝑃0 − 𝑉5 − 𝑠𝐸0)
. (3.29)

Если n = 0, то можно непосредственно воспользоваться формулой (3.24). В

этом случае получаем, что 𝑠 = −1, 𝐶2 = 𝐶4 = 0, и

|𝐶1|2 =
1

(2𝜋)2
(𝑃0 − 𝑉5 + 𝑝𝑧)

2

(𝑃0 − 𝑉5 + 𝑝𝑧)
2 +𝑚2

,

|𝐶3|2 =
1

(2𝜋)2
𝑚2

(𝑃0 − 𝑉5 + 𝑝𝑧)
2 +𝑚2

. (3.30)

Энергию низшего уровня можно найти из соотношения
(︀
𝐸 − 𝑉

)︀2
= 𝑚2 + (𝑝𝑧 −

𝑉5)
2.

Теперь, когда имеется волновая функция протона в явном виде, можно

вычислить усредненный электрический ток этих частиц вдоль магнитного поля,

который имеет вид,

𝐽𝑧 = 𝑒
∞∑︁
n=0

∑︁
𝑠

∫︁ +∞

−∞
d𝑝𝑦d𝑝𝑧𝜓

†𝛾0𝛾3𝜓𝑓 (𝐸 − 𝜇) , (3.31)

где 𝑓(𝐸) = [exp(𝐸/𝑇 ) + 1]−1 – функция распределения Ферми-Дирака, 𝑇 –

температура, а 𝜇 – химический потенциал. Используя формулы (3.21) и (3.23),

получаем квантовомеханическое среднее

𝑗(n)𝑧 = 𝑒

∫︁ +∞

−∞
d𝑝𝑦𝜓

†𝛾0𝛾3𝜓 = 𝑒2𝐵
(︁
|𝐶2|2 + |𝐶3|2 − |𝐶1|2 − |𝐶4|2

)︁
. (3.32)

На основе уравнений (3.29) и (3.30) находим, что

𝑗(n>0)
𝑧 = − 𝑒2𝐵

(2𝜋)2
𝑠𝑝𝑧(𝑉5 + 𝑠𝐸0)

𝐸0𝑃0
, (3.33)
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при n > 0, и

𝑗(0)𝑧 = − 𝑒2𝐵

(2𝜋)2
𝑝𝑧 − 𝑉5
𝑃0

, (3.34)

для n = 0. Используя формулы (3.27), (3.33) и (3.34), получаем, что после

статистического усреднения,

𝐽𝑧 =
∞∑︁
n=0

∑︁
𝑠

⟨𝑗(n)𝑧 ⟩ = 0, ⟨𝑗(n)𝑧 ⟩ =
∫︁ +∞

−∞
d𝑝𝑧𝑗

(n)
𝑧 𝑓 (𝐸 − 𝜇) = 0, (3.35)

для любого n.

Тот факт, что ⟨𝑗(n>0)
𝑧 ⟩ = 0 очевиден. Действительно, из формулы (3.27)

можно заключить, что при n > 0, 𝑃0 и 𝐸0 – четные функции 𝑝𝑧, делая величи

ну 𝑗(n>0)
𝑧 в формуле (3.33) нечетной по 𝑝𝑧. Таким образом, интегрирование по 𝑝𝑧

в формуле (3.35) дает ⟨𝑗(n>0)
𝑧 ⟩ = 0. Чтобы продемонстрировать, что ⟨𝑗(0)𝑧 ⟩ = 0,

напомним, что при n = 0, для частиц 𝐸 = 𝑉 +
√︁
𝑚2 + (𝑝𝑧 − 𝑉5)

2. Затем, меняя

переменную интегрирования 𝑝𝑧 → 𝑝′𝑧 = 𝑝𝑧 − 𝑉5, получаем, что 𝑗
(0)
𝑧 в форму

ле (3.34) нечетное по 𝑝′𝑧. Интегрируя по 𝑝′𝑧 в формуле (3.35) в пределах от −∞

до +∞ (см. ниже), получаем, что ⟨𝑗(0)𝑧 ⟩ = 0. Восстанавливая векторные обо

значения в формуле (3.35), получаем, что электрический ток вдоль магнитного

поля исчезает: J = ΠB = 0. Аналогично можно продемонстрировать отсутствие

вклада массивных античастиц в данный электрический ток.

Можно показать, что индуцированный аномальный ток электронов вдоль

магнитного поля также исчезает. Для этого нужно либо найти волновую функ

цию электрона в калибровке Ландау аналогично уравнениям (3.22)-(3.30), а

затем вычислить ток, как в уравнениях (3.31)-(3.35); либо использовать вол

новую функцию электрона, взаимодействующего с фоновыми нейтронами под

действием магнитного поля, найденную в работе [220] в симметричной калиб

ровке. Детали данных вычислений опускаются для краткости.

Причина исчезновения электрического тока массивных частиц состоит в

следующем. Хорошо известно, что, в случае безмассовых частиц, ненулевой

электрический ток вдоль внешнего магнитного поля обусловлен поляризацион

ными эффектами заряженных частиц на нулевом уровне Ландау [219]. Действи
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тельно, импульс безмассовых частиц коррелирует с их спином. Спин частицы, в

свою очередь, коррелирует с направлением магнитного поля при n = 0. Таким

образом, для безмассовых заряженных частиц на нулевом уровне Ландау, им

пульс частицы имеет определенное направление по отношению к магнитному

полю, т.е. 𝑝𝑧 изменяется либо от 0 до +∞ или от −∞ до 0 в зависимости от

знака заряда и от киральности частицы [63,65]. Поэтому, если рассматривается

аналог формулы (3.35) для безмассовой частицы, то интегрирование по 𝑝𝑧 даст

ненулевой результат. Напротив, для массивных частиц, 𝑝𝑧 больше не коррели

рует с магнитным полем и меняется от −∞ до +∞. Это происходит даже при

n = 0 и приводит к обращению 𝐽𝑧 в ноль.

Также можно продемонстрировать исчезновение индуцированного тока

вдоль направления магнитного поля в случае массивных частиц с использовани

ем результатов работы [61], в которой был вычислен поляризационный оператор

Π𝜇𝜈 в однопетлевом приближении. Отличная от нуля антисимметричная часть

поляризационного оператора Π𝑖𝑗 = i𝜀𝑖𝑗𝑛𝑘
𝑛Π описывает индуцированный ток

вдоль магнитного поля: 𝐽 𝑖 = −Π𝑖𝑗𝐴
𝑗 = Π𝐵𝑖 или J = ΠB. Выполняя аналогич

ное работе [61] однопетлевое вычисление поляризационного оператора фотона в

среде, состоящей из электронов, протонов и нейтронов, получаем новый форм

фактор Π в пределе 𝑘2 ≪ 𝑚2, в виде

Π = −7

3
𝑒2𝑉5

∫︁
d3𝑝

(2𝜋)3
1

ℰ3
p

×
{︂
𝑚2

ℰ2
p

[︂
1

exp[𝛽(ℰp − 𝜇)] + 1
+

1

exp[𝛽(ℰp + 𝜇)] + 1

]︂
+
𝑚2𝛽

2ℰp

[︂
1

cosh[𝛽(ℰp − 𝜇)] + 1
+

1

cosh[𝛽(ℰp + 𝜇)] + 1

]︂
− 𝛽2p2

6

[︂
tanh[𝛽(ℰp − 𝜇)/2]

cosh[𝛽(ℰp − 𝜇)] + 1
+

tanh[𝛽(ℰp + 𝜇)/2]

cosh[𝛽(ℰp + 𝜇)] + 1

]︂}︂
, (3.36)

где ℰp =
√︀
p2 +𝑚2, 𝛽 = 1/𝑇 – величина обратная температуре, а 𝑘𝜇 – импульс

фотона. В формуле (3.36) в качестве фоновых фермионов служат нейтроны.

В работах [63,65–68], в основном исследовалась генерация магнитного поля
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в НЗ, когда она находится в тепловом равновесии, которое достигается по про

шествии ∼ 102 yr после взрыва СН. На этом этапе эволюции НЗ, заряженные

частицы, т.е. электроны и протоны, являются сильно вырожденными. Поэтому

следует рассмотреть предел 𝜇/𝑇 ≫ 1 в формуле (3.36). Принимая во внимание

тождества

lim
𝛽→∞

𝛽

cosh(𝛽𝑥) + 1
= 2𝛿(𝑥), lim

𝛽→∞

𝛽2 tanh(𝛽𝑥/2)

cosh(𝛽𝑥) + 1
= −2𝛿′(𝑥), (3.37)

которые также были получены в работе [61], и учитывая, что для вырожденных

фермионов справедливо 𝜇𝑒,𝑝 =

√︁
(3𝜋2𝑛𝑒,𝑝)

2/3 +𝑚2 > 0, где 𝑛𝑒,𝑝 – плотности

электронов и протонов, получаем, что Π = 0 в формуле (3.36). Таким образом,

снова находим, что электрический ток массивных заряженных частиц вдоль

магнитного поля не генерируется.

Следует отметить, что основной причиной, из-за которой Π = 0 в форму

ле (3.36) является требование 𝑘𝜇 = 0 при вычислении тензора поляризации.

Это соответствует нулевому импульсу фотона/плазмона в веществе НЗ или,

иными словами, пределу статического внешнего магнитного поля. Стоит отме

тить, что, в отличие от настоящей главы, в работе [61], предполагалось, что

𝑘2 = 𝜔2
𝑝 > 0, где 𝜔𝑝 – плазменная частота, т.е. в данной работе предполагалось

распространение электромагнитной волны.

В заключение данного раздела отметим, что было показано, что индуци

рованный электрический ток массивных заряженных частиц, текущий вдоль

внешнего магнитного поля, исчезает даже если эти частицы взаимодействуют

c фоновыми нейтронами посредством электрослабых сил. Данное явление бы

ло продемонстрировано на одном конкретном примере: было рассмотрено на

рушающее четность электрослабое взаимодействие в приближении Ферми; см.

формулы (3.17) -(3.19). Зануление тока было показано с использованием двух

методов: точного решение уравнения Дирака во внешних полях и анализа поля

ризационного оператора фотона. Первый подход является непертурбативным,

в то время как во втором методе исчезновение тока демонстрируется в первом
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порядке по 𝐺F и 𝛼em.

Следует обратить внимание на то, что, впервые на зануление индуцирован

ного тока электрослабо взаимодействующих массивных частиц было указано в

работе [219], в то время как для безмассовых частиц ненулевой ток вполне мо

жет существовать [63, 65, 219]. Тем не менее, это наблюдение было сделано в

работе [219] на основе вычисления однопетлевого вклада в поляризационный

оператор фотона в рамках теории возмущений. Новизна результата данного

раздела по сравнению со статьей [219], состоит в том, что исчезновение тока

было показано на основе точного решения уравнения Дирака во всех порядках

по 𝐺F и 𝛼em, т.е. непертурбативно.

Подобная необычная зависимость индуцированного тока от массы заря

женных частиц связана с нарушением киральной симметрии для массивных

частиц. Массивные и безмассовые частицы принадлежат к различных фазам,

в которых киральная симметрия является нарушенной либо восстановленной.

Восстановление киральной симметрии может иметь место при наличии фоно

вого вещества с высокой температурой и/или плотностью. Пространственный

размер «пузырей», содержащих вещество в симметричной фазе, будет плавным

образом зависеть от температуры 𝑇 и/или от плотности 𝜌 фонового вещества.

Ненулевой аномальный ток J = ΠB, который приводит к неустойчивости маг

нитного поля, будет существовать только в «пузырях» с восстановленной ки

ральной симметрией. Поэтому, если изучается генерация магнитного поля обу

словленная КМЭ в реальных космологических/астрофизических средах, прини

мая во внимание киральный фазовый переход, масштаб и напряженность этого

магнитного поля будут также гладкими функциями 𝑇 и/или 𝜌.

Следует отметить, что при отсутствии электрослабого взаимодействия, ис

чезновение КМЭ [219], т.е. зануление индуцированного тока J = 2(𝛼em/𝜋)𝜇5B =

0 для массивных частиц можно было бы предсказать заранее. Здесь 𝜇5 =

(𝜇R − 𝜇L)/2, а 𝜇R,L – химические потенциалы правых и левых частиц. Дей

ствительно, если 𝑚 ̸= 0, разложение на левые и правые киральные проекции
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невозможно, и необходимо положить, что 𝜇5 = 0 так как для массивных ча

стиц может существовать только один химический потенциал 𝜇 = 𝜇R = 𝜇L.

Однако, если присутствует электрослабое взаимодействие с фоновыми фермио

нами, индуцированный аномальный ток для безмассовых частиц был вычислен

в формуле (3.16) (см. также работы [63, 65]) в виде J = 2(𝛼em/𝜋) (𝜇5 + 𝑉5)B.

Зануление этого тока для массивных частиц не является очевидным, так как

𝑉L ̸= 0 и 𝑉R ̸= 0 в уравнениях (3.17) -(3.19), приводя к 𝑉5 ̸= 0 как для безмас

совых так и для массивных частиц. Таким образом, для того, чтобы показать

исчезновение КМЭ для массивных частиц в присутствии электрослабого взаи

модействия необходимо специальное исследование, которое и было проведено в

данном разделе (см. также статью [77]).

Полученные результаты в равной степени применяются для токов массив

ных электронов и протонов. Как уже упоминалось выше, несмотря на то, что

электроны являются ультрарелятивистскими в НЗ они обладают ненулевыми

массами. Поэтому, опираясь на полученные результаты, модель генерации маг

нитных полей в магнитарах обусловленная взаимодействием между электрона

ми и нуклонами, предложенная в работах [63,65–68], оказывается под вопросом,

пока не указан механизм восстановления киральной симметрии для электронов

в НЗ. Как было обнаружено в работе [252], электрослабый фазовый переход

в плотном веществе может произойти, если концентрация частиц превышает

𝑛cr ∼𝑀 3
W ≈ 6.6× 1046 cm−3, где 𝑀W ≈ 80GeV – масса W-бозона. Это значение

лежит далеко за пределами плотностей наблюдаемых в НЗ. Подобная критика

справедлива и по отношению к результатам работ [126,129].

Тем не менее, методика развитая в работах [63,65–68] может быть примене

на для генерации магнитных полей в компактных звездах с учетом электросла

бого взаимодействия между кварками [224]. Как было показано в статье [225],

киральная симметрия может быть восстановлена за счет эффектов КХД для

самых легких 𝑢 и 𝑑 кварков для некоторых уравнений состояния ядерной ма

терии в ГЗ/КЗ [226]. Кроме того, как показано в работе [227], эффективные
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массы барионов имеют тенденцию к уменьшению, если учитываются радиаци

онные поправки в рамках КХД. Данный факт является указанием на то, что

киральная симметрия может быть восстановлена в плотном веществе. Таким

образом, результаты работ [63, 65–68] могут быть применены для описания ге

нерации магнитного поля в ГЗ/КЗ. Детали генерации магнитного поля за счет

электрослабого взаимодействия между кварками рассмотрены в разд. 3.3.

3.3. Неустойчивость магнитного поля в кварковом

веществе

Для того, чтобы применить механизм неустойчивости магнитного поля ос

нованный на наличии аномального тока в формуле (3.16), рассмотрим плотное

кварковое вещество, состоящее из 𝑢 и 𝑑 кварков. Допустим, что плотность этого

вещества достаточно высока, так что киральная симметрия восстанавливается.

В этом случае можно считать, что кварки эффективно безмассовые. Недавно

в работе [228] на основе решеточного моделирования было показано, что ки

ральная симметрия имеет тенденцию к восстановлению в кварковом веществе

с высокой плотностью. Поэтому можно разложить волновую функцию кварков

на левую и правую киральные компоненты, которые эволюционируют незави

симо, и приписать им различные химические потенциалы 𝜇𝑞L,R, где 𝑞 = 𝑢, 𝑑 для

каждой киральной компоненты.

Обобщая результаты работ [63, 65], получаем, что во внешнем магнитном

поле B возбуждается аномальный электрический ток (см. также формулу (3.16))

J5 = ΠB, Π =
1

2𝜋2

∑︁
𝑞=𝑢,𝑑

𝑒2𝑞 (𝜇𝑞5 + 𝑉𝑞5) , (3.38)

где 𝑒𝑢 = 2𝑒/3 и 𝑒𝑑 = −𝑒/3 – электрические заряды кварков, 𝑒 > 0 – элементар

ный заряд, 𝜇5𝑞 = (𝜇𝑞R − 𝜇𝑞L) /2 – киральный дисбаланс, 𝑉5𝑞 = (𝑉𝑞L − 𝑉𝑞R) /2,

а 𝑉𝑞L,R – эффективные потенциалы электрослабого взаимодействия левых и

правых кварков с фононными фермионами. Потенциалы 𝑉𝑞L,R были найдены в
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работе [64] на основе эффективного лагранжиана описывающего электрослабое

взаимодействие 𝑢 и 𝑑 кварков,

ℒeff = −
∑︁
𝑞=𝑢,𝑑

𝑞
(︀
𝛾L0 𝑉𝑞L + 𝛾R0 𝑉𝑞R

)︀
𝑞, (3.39)

где

𝑉𝑢L =− 𝐺F√
2
𝑛𝑑

(︂
1− 8

3
𝜉 +

16

9
𝜉2 − 2|𝑉𝑢𝑑|2

)︂
, 𝑉𝑢R =

𝐺F√
2
𝑛𝑑

(︂
4

3
𝜉 − 16

9
𝜉2
)︂
,

𝑉𝑑L =− 𝐺F√
2
𝑛𝑢

(︂
1− 10

3
𝜉 +

16

9
𝜉2 − 2|𝑉𝑢𝑑|2

)︂
, 𝑉𝑑R =

𝐺F√
2
𝑛𝑢

(︂
2

3
𝜉 − 16

9
𝜉2
)︂
. (3.40)

Здесь 𝛾L,R0 = 𝛾0
(︀
1∓ 𝛾5

)︀
/2, 𝜉 = sin2 𝜃W – параметр Вайнберга, а 𝑛𝑢,𝑑 – кон

центрации 𝑢 и 𝑑 кварков. Предполагается, что вещество звезды электроней

трально. Таким образом, необходимо положить, что 𝑛𝑢 = 𝑛0/3 и 𝑛𝑑 = 2𝑛0/3,

где 𝑛0 = 𝑛𝑢 + 𝑛𝑑 – полная концентрация кварков в звезде. Используя форму

лу (3.40), получаем, что

𝑉5𝑢 =
𝐺F

2
√
2

2𝑛0
3

(︂
2|𝑉𝑢𝑑|2 +

4

3
𝜉 − 1

)︂
, 𝑉5𝑑 =

𝐺F

2
√
2

𝑛0
3

(︂
2|𝑉𝑢𝑑|2 +

8

3
𝜉 − 1

)︂
. (3.41)

Полагая, что 𝑛0 = 1.8× 1038 cm−3, находим 𝑉5𝑢 = 4.5 eV и 𝑉5𝑑 = 2.9 eV.

Заметим, что в формулах (3.38) и (3.39) не учитываются нелинейные вза

имодействия между 𝑢 кварками, а также между 𝑑 кварками поскольку, как

показано в работе [62] на основе прямого вычисления двухпетлевого вклада в

поляризационный оператор фотона, подобные вклады в индуцированный ток в

формуле (3.38) исчезают.

Используя соотношение (3.38) и результаты работы [65], можно получить

систему кинетических уравнений для спектров плотности магнитной спираль

ности ℎ(𝑘, 𝑡) и плотности магнитной энергии 𝜌B(𝑘, 𝑡), а также киральных дис

балансов 𝜇5𝑢(𝑡) и 𝜇5𝑑(𝑡) в форме,

𝜕ℎ(𝑘, 𝑡)

𝜕𝑡
=− 2𝑘2

𝜎cond
ℎ(𝑘, 𝑡) +

8𝛼em

𝜋𝜎cond

{︂
4

9
[𝜇5𝑢(𝑡) + 𝑉5𝑢] +

1

9
[𝜇5𝑑(𝑡) + 𝑉5𝑑]

}︂
𝜌B(𝑘, 𝑡),

𝜕𝜌B(𝑘, 𝑡)

𝜕𝑡
=− 2𝑘2

𝜎cond
𝜌B(𝑘, 𝑡) +

2𝛼em

𝜋𝜎cond

{︂
4

9
[𝜇5𝑢(𝑡) + 𝑉5𝑢] +

1

9
[𝜇5𝑑(𝑡) + 𝑉5𝑑]

}︂
𝑘2ℎ(𝑘, 𝑡),
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d𝜇5𝑢(𝑡)

d𝑡
=

𝜋𝛼em

𝜇2𝑢𝜎cond

4

9

∫︁
d𝑘

[︂
𝑘2ℎ(𝑘, 𝑡)

− 4𝛼em

𝜋

{︂
4

9
[𝜇5𝑢(𝑡) + 𝑉5𝑢] +

1

9
[𝜇5𝑑(𝑡) + 𝑉5𝑑]

}︂
𝜌B(𝑘, 𝑡)

]︂
− Γ𝑢𝜇5𝑢(𝑡),

d𝜇5𝑑(𝑡)

d𝑡
=

𝜋𝛼em

𝜇2𝑑𝜎cond

1

9

∫︁
d𝑘

[︂
𝑘2ℎ(𝑘, 𝑡) (3.42)

− 4𝛼em

𝜋

{︂
4

9
[𝜇5𝑢(𝑡) + 𝑉5𝑢] +

1

9
[𝜇5𝑑(𝑡) + 𝑉5𝑑]

}︂
𝜌B(𝑘, 𝑡)

]︂
− Γ𝑑𝜇5𝑑(𝑡),

где Γ𝑢,𝑑 – скорости изменения спиральности в веществе состоящем из 𝑢 и 𝑑

кварков, 𝜎cond – электрическая проводимость кваркового вещества, а 𝜇𝑢,𝑑 =(︀
3𝜋2𝑛𝑢,𝑑

)︀1/3 – средние химические потенциалы 𝑢 и 𝑑 кварков. В электроней

тральном кварковом веществе, получаем, что 𝜇𝑢 = (1/3)1/3𝜇0 = 0, 69𝜇0 и 𝜇𝑑 =

(2/3)1/3𝜇0 = 0.87𝜇0, где 𝜇0 =
(︀
3𝜋2𝑛0

)︀1/3
= 346MeV.

Функции ℎ(𝑘, 𝑡) и 𝜌B(𝑘, 𝑡) в уравнениях (3.42) связаны с полной магнитной

спиральностью 𝐻(𝑡) и магнитной индукцией следующим образом:

𝐻(𝑡) =

∫︁
d3𝑥 (A ·B) = 𝑉

∫︁
ℎ(𝑘, 𝑡)d𝑘, 𝐵2(𝑡) = 2

∫︁
𝜌B(𝑘, 𝑡)d𝑘, (3.43)

где 𝑉 – нормировочный объем. Интегрирование в формуле (3.43) производится

по всему диапазону изменения волнового числа 𝑘. Необходимо отметить, что в

формуле (3.43) предполагается изотропность спектров.

В разработанной модели генерации магнитного поля в магнитарах предла

гается, что фермионы фонового вещества вырожденные. Тем не менее допуска

ется наличие ненулевой температуры 𝑇 у кваркового вещества, которая должна

быть намного меньше, чем химические потенциалы: 𝑇 ≪ 𝜇𝑞. Проводимость вы

рожденного кваркового вещества была оценена в работе [229],

𝜎cond = 4.64× 1020
(︂
𝛼𝑠
𝑇

𝑇0

)︂−5/3 (︁ 𝜇0
300MeV

)︁8/3
s−1, (3.44)

где 𝛼𝑠 – аналог постоянной тонкой структуры в КХД, 𝑇0 = (108 − 109)K –

начальная температура, соответствующая времени 𝑡0 ∼ 102 yr, когда звезда

уже находится в тепловом равновесии. Используя формулу (3.44), получаем,

163



что

𝜎cond = 𝜎0
𝑇

5/3
0

𝑇 5/3
, 𝜎0 = 3.15× 1022 s−1, (3.45)

где предполагается, что 𝛼𝑠 ∼ 0.1. Заметим, что 𝜎cond в кварковом веществе на

несколько порядков меньше проводимости электронного газа в ядерном веще

стве в НЗ [230].

В разработанной модели считается, что в звезде восстанавливается кираль

ная симметрия и кварки становятся эффективно безмассовыми. Тем не менее,

за счет взаимодействия с плотным веществом возможно возникновение индуци

рованных масс кварков. Эффективные массы 𝑢 и 𝑑 кварков были вычислены в

работе [231] и имеют вид (см. также формулу (2.13)),

𝑚2
𝑢,𝑑 =

𝑒2𝑢,𝑑
8𝜋2

𝜇2𝑢,𝑑. (3.46)

Необходимо отметить, что эффективные массы кварков в соотношении (3.46)

должны учитываться только при исследовании столкновений кварков (см. При

ложение Ж). Это приводит к переходам между левыми и правыми частицами

при их взаимных столкновениях. Скорости изменения спиральности Γ𝑢,𝑑 для

каждого типа кварков вычислены в Приложении Ж,

Γ𝑢 =2.98× 10−10𝜇0 = 1.59× 1014 s−1,

Γ𝑑 =5.88× 10−12𝜇0 = 3.13× 1012 s−1, (3.47)

где используется формула (Ж.11).

Введем следующие безразмерные функции:

ℋ(𝜅, 𝜏) =
𝛼2
em

2𝜇20
ℎ(𝑘, 𝑡), ℛ(𝜅, 𝜏) =

𝛼2
em

𝑘min𝜇20
𝜌B(𝑘, 𝑡),

ℳ𝑢,𝑑(𝜏) =
𝛼em

𝜋𝑘min
𝜇5(𝑢,𝑑)(𝑡), (3.48)

где считается, что 𝑘min < 𝑘 < 𝑘max, 𝑘min = 1/𝑅 = 2 × 10−11 eV, 𝑅 = 10 km –

радиус звезды, 𝑘max = 1/Λ
(min)
B , а Λ

(min)
B – минимальный масштаб магнитного
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поля, который является свободным параметром. Используя безразмерные пара

метры,

𝜅 =
𝑘

𝑘min
, 𝜏 =

2𝑘2min

𝜎0
𝑡, 𝒱𝑢,𝑑 =

𝛼em

𝜋𝑘min
𝑉5(𝑢,𝑑), 𝒢𝑢,𝑑 =

𝜎0Γ𝑢,𝑑

2𝑘2min

, (3.49)

а также используя соотношения (3.45) и (3.47), можно переписать уравнения (3.42)

в виде,

𝜕ℋ(𝜅, 𝜏)

𝜕𝜏
=

(︂
1− 𝐵2

𝐵2
eq

)︂5/6 [︀
− 𝜅2ℋ(𝜅, 𝜏)

+ 0.22 (4 [ℳ𝑢(𝜏) + 𝒱𝑢] +ℳ𝑑(𝜏) + 𝒱𝑑)ℛ(𝜅, 𝜏)
]︀
,

𝜕ℛ(𝜅, 𝜏)

𝜕𝜏
=

(︂
1− 𝐵2

𝐵2
eq

)︂5/6 [︀
− 𝜅2ℛ(𝜅, 𝜏)

+ 0.22 (4 [ℳ𝑢(𝜏) + 𝒱𝑢] +ℳ𝑑(𝜏) + 𝒱𝑑)𝜅
2ℋ(𝜅, 𝜏)

]︀
,

dℳ𝑢(𝜏)

d𝜏
=0.92

(︂
1− 𝐵2

𝐵2
eq

)︂5/6 ∫︁ 𝜅max

1

d𝜅
[︀
𝜅2ℋ(𝜅, 𝜏)

− 0.22 (4 [ℳ𝑢(𝜏) + 𝒱𝑢] +ℳ𝑑(𝜏) + 𝒱𝑑)ℛ(𝜅, 𝜏)
]︀
− 𝒢𝑢ℳ𝑢(𝜏),

dℳ𝑑(𝜏)

d𝜏
=0.15

(︂
1− 𝐵2

𝐵2
eq

)︂5/6 ∫︁ 𝜅max

1

d𝜅
[︀
𝜅2ℋ(𝜅, 𝜏)

− 0.22 (4 [ℳ𝑢(𝜏) + 𝒱𝑢] +ℳ𝑑(𝜏) + 𝒱𝑑)ℛ(𝜅, 𝜏)
]︀
− 𝒢𝑑ℳ𝑑(𝜏), (3.50)

где 𝜅max = 𝑘max/𝑘min, а 𝐵2
eq =

[︀
𝜇2𝑢 + 𝜇2𝑑

]︀
𝑇 2
0 = 1.23𝜇20𝑇

2
0 – квадрат напряжен

ности поля соответствующего равнораспределению энергии между растущим

магнитным полем и источником энергии (см. работы [66,69]).

При численном решении уравнения (3.50) используется начальный кол

могоровский спектр плотности магнитной энергии 𝜌B(𝑘, 𝑡0) = 𝒞𝑘−5/3, в ко

тором значение постоянной 𝒞 можно получить, приравняв начальную плот

ность магнитной энергии, вычисленную на основе уравнения (3.43), к 𝐵2
0/2

(см. работу [65]). Начальный спектр плотности магнитной спиральности равен

ℎ(𝑘, 𝑡0) = 2𝑟𝜌B(𝑘, 𝑡0)/𝑘, где параметр 0 ≤ 𝑟 ≤ 1, фиксирует начальную спираль

ность: 𝑟 = 0 соответствует нулевой спиральности, а 𝑟 = 1 – максимальной.
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В работе [63] было обнаружено, что эволюция магнитного поля почти не за

висит от начальных значений киральных дисбалансов 𝜇5(𝑢,𝑑)(𝑡0) из-за огромных

величин скорости изменения спиральности Γ𝑢,𝑑. Поэтому можно брать прак

тически произвольные значения 𝜇5(𝑢,𝑑)(𝑡0), требуя лишь, чтобы выполнялось

ограничение 𝜇5(𝑢,𝑑)(𝑡0) ≪ 𝜇𝑢,𝑑. При численных расчетах будем считать, что

𝜇5𝑢(𝑡0) = 𝜇5𝑑(𝑡0) = 1MeV.

3.4. Результаты численного решения кинетических

уравнений

В этом разделе представлены результаты численного решения системы (3.50)

с начальными условиями, соответствующими кварковому веществу в компакт

ной звезде.

На рис. 3.1 видно усиление начального магнитного поля 𝐵0 = 1012 G на

два или даже на три порядка. Этот результат получается путем численного

решения уравнений (3.50) с начальными условиями, описанными в разделе 3.3,

которые вполне допустимы в плотном кварковом веществе в ГЗ/КЗ.

На рис. 3.1 видно, что магнитное поле достигает насыщения 𝐵sat. Этот

результат аналогичен результатам полученным в работах [66, 68]. Как видно

из рис. 3.1(a) и 3.1(b), 𝐵sat ≈ 1.1 × 1014 G для 𝑇0 = 108 K. В тоже время для

𝑇0 = 109 K, 𝐵sat ≈ 1.1×1015 G (см. рис. 3.1(c) и 3.1(d)). Однако, в отличие от ра

бот [66, 68] 𝐵sat на рис. 3.1 полностью определяется величиной 𝑇0. Полученная

напряженность 𝐵sat близка к магнитном полям, предсказываемым в магнита

рах [113], в особенности для 𝑇0 = 109 K.

Время роста магнитного поля до 𝐵sat на несколько порядков меньше, чем

в работах [66, 68]. Этот факт обусловлен меньшим значением электрической

проводимости 𝜎cond кваркового вещества в формуле (3.44) по сравнению с 𝜎cond

для электронов в ядерном веществе, которое было использовано в работах [66,
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Рис. 3.1. Магнитное поле в зависимости от времени для разных начальных температур 𝑇0 и

минимального масштаба Λ
(min)
B . Сплошные линии соответствуют 𝑟 = 0, т.е. полям с нулевой

начальной спиральностью, а пунктирные линии – 𝑟 = 1, т.е. с максимальной начальной

спиральностью. (a) 𝑇0 = 108 K и Λ
(min)
B = 1 km. (b) 𝑇0 = 108 K и Λ

(min)
B = 100m. (c) 𝑇0 = 109 K

и Λ
(min)
B = 1 km. (d) 𝑇0 = 109 K и Λ

(min)
B = 100m.
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68]. Этот факт можно объяснить при помощи уравнения Фарадея (2.28),

𝜕B

𝜕𝑡
=

Π

𝜎cond
(∇×B) +

1

𝜎cond
∇2B, (3.51)

которое эквивалентно первым двум уравнениям в системе (3.42). Используя

уравнение (3.51) получаем, что время насыщения 𝑡sat ∼ 𝜎cond/ΠΛB, где ΛB –

масштаб магнитного поля. Это значит что чем меньше 𝜎cond, тем быстрее маг

нитное поле достигает 𝐵sat. Более того, можно видеть, что мелкомасштабное

магнитное поле должно быстрее достигнуть 𝐵sat. Данный факт, который так

же был установлен в работах [65,66,68], подтверждается сравнением рис. 3.1(a)

и 3.1(b), а также рис. 3.1(c) и 3.1(d).

В предложенной модели генерации магнитного поля предполагается анти

корреляция тепловой энергии фоновых фермионов и магнитной энергии. Мож

но сказать, что наиболее сильное магнитное поле будет наблюдаться у звезд

с наименьшей конечной температурой. Характерные значения времени роста

поля 𝑡sat . 10 h на рис. 3.1(a) и 3.1(b) и . 102 min на рисунках 3.1(c) и 3.1(d).

На таких коротких временных интервалах канал охлаждения звезды, напри

мер, из-за излучения нейтрино [232], не вносит вклад в изменение температуры

сколь угодно значительным образом. Поэтому, в отличие от работ [65, 66, 68],

данный вопрос не учитывается в приведенных расчетах.

На рис. 3.1 видно, что, хотя исходная магнитная спиральность может быть

различной (ср. сплошную и пунктирную линии), последующий характер эволю

ции данных магнитных полей почти неразличим, особенно при 𝑡 ∼ 𝑡sat. Это

означает, что помимо генерации сильного магнитного поля, также генерирует

ся магнитная спиральность в кварковом веществе. Данный результат находится

в согласии с работами [65,66,68].
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3.5. Модель эволюции магнитного поля в плотном

кварковом веществе с учетом турбулентности

В этом разделе будет выведена система уравнений эволюции для спек

тров плотности магнитной спиральности ℎ(𝑘, 𝑡) и плотности магнитной энергии

𝜌B(𝑘, 𝑡), а также для киральных дисбалансов 𝜇5(𝑢,𝑑) для 𝑢 и 𝑑 кварков. Данная

система будет учитывать турбулентное движение вещества [70].

Сначала кратко напомним какими свойствами может обладать кварковое

вещество внутри компактной звезды. Если плотность вещества внутри звезды

выше ядерной ∼ 0.15 fm−3, то кварки теряют корреляцию с другими нуклона

ми, и возникает кварковое вещество [226]. Образование кваркового вещества,

скорее всего, будет происходить вблизи ядра звезды. В этом случае имеется

ГЗ, в которой ядро из кваркового вещества окружено корой из нейтронов. В

простейшей ситуации, фазовый переход КХД происходит в нейтронном веще

стве. При этом только самые легкие 𝑢 и 𝑑 кварки становятся свободными. Учет

сохранения электрического заряда дает 𝑛𝑑 = 2𝑛𝑢, где 𝑛𝑢,𝑑 – плотности 𝑢 и 𝑑

кварков. Будем рассматривать это соотношение между плотностями кварков

как предельный случай, которая может иметь место в ГЗ.

Существует дополнительная возможность образования кваркового веще

ства в компактной звезде. Она имеет место при условии справедливости гипо

тезы Виттена [226], согласно которой абсолютное основное состояние сильных

взаимодействий достигается в веществе, в котором концентрации 𝑢, 𝑑 и 𝑠 квар

ков примерно равны, т.е. 𝑛𝑢 ≈ 𝑛𝑑 ≈ 𝑛𝑠. Здесь 𝑛𝑠 – концентрация 𝑠 кварков.

Компактная звезда, где присутствует кварковое вещество с такими свойства

ми, называется КЗ или странной звездой.

Заметим, что КЗ может возникнуть непосредственно после взрыва СН,

без прохождения стадии НЗ. В принципе, некоторые модели ядерных взаимо

действий допускают существование примеси 𝑠 кварков даже в ГЗ [226]. Здесь

рассматривается ситуация, когда 𝑛𝑢 = 𝑛𝑑 = 𝑛𝑠 как еще один предельный слу
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чай, который может быть реализован в КЗ.

Рассмотрим вырожденное кварковое вещество, состоящее из 𝑢 и 𝑑 кварков.

Как уже упомянуто выше, подобное вещество может присутствовать в ядре ГЗ.

Будем считать, что плотность вещества достаточно высока для того, чтобы

произошел киральный фазовый переход и киральная симметрия казалась нена

рушенной. В этом случае КМЭ может иметь место в этой системе. В работе [69],

учитывая электрослабое взаимодействие между кварками, было показано что

аномальный электрический ток J5, текущий вдоль внешнего магнитного поля

B, задаётся выражением (3.38),

J5 = ΠB, Π =
1

2𝜋2

∑︁
𝑞=𝑢,𝑑

𝑒2𝑞 (𝜇5𝑞 + 𝑉5𝑞) , (3.52)

где величины имеют тот же смысл, что и в разд. 3.3. В случае ГЗ величины 𝑉5𝑞

были найдены в разд. 3.3 (см. также работу [69]).

Опишем эволюцию магнитного поля в изотропном веществе используя

плотность магнитной спиральности ℎ(𝑡) и плотность магнитной энергии 𝜌B(𝑡),

а также спектры данных величин, ℎ(𝑘, 𝑡) и 𝜌B(𝑘, 𝑡), которые связаны с напря

женностью магнитного поля и с векторным потенциалом посредством соотно

шения (3.43).

В отличие от разд. 3.3, где изучалась генерация крупномасштабных маг

нитных полей, в разд. 3.7 будет исследоваться эволюция мелкомасштабных по

лей, на которую может оказывать сильное влияние турбулентное движение ве

щества. В качестве модели учета турбулентности примем механизм разработан

ный в разд. 2.4, который состоит в замене стохастической скорости плазмы v,

подчиняющейся уравнению Навье-Стокса (2.25), силой Лоренца [199] (см. также

формулу (2.30)):

v =
𝜏D

𝜌E + 𝑝
(J×B) , (3.53)

где 𝜌E – плотность энергии плазмы, 𝑝 – давление, J – полный электрический

ток, а 𝜏D – время увлечения, которое является феноменологическим парамет

ром, означающим характерное время кулоновского столкновения в плазме [197]
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(см. также разд. 2.4). Вычисление 𝜏D в вырожденном кварковом веществе при

ведено в Приложении З. Окончательный результат показан в уравнении (З.18).

Если исследуется вырожденный релятивистский кварковый газ, то 𝑝 = 𝜌E/3,

𝜌E =
(︀
𝜇4𝑢 + 𝜇4𝑑

)︀
/4𝜋2 = 2×10−2𝜇40, где 𝜇𝑞 =

(︀
3𝜋2𝑛𝑞

)︀1/3 – средний химический по

тенциал каждой компоненты кваркового вещества, а 𝜇0 =
(︀
3𝜋2𝑛0

)︀1/3
= 346MeV

(см. разд. 3.3).

В общем случае другие члены в уравнении Навье-Стокса (2.25) могут

вызывать турбулентное движение вещества. Используя приближение уравне

ния (3.53), рассмотрение ограничивается так называемой МГД-турбулентно

стью, т.е. предположением, что сила Лоренца вносит основной вклад в урав

нении Навье-Стокса (2.25). Несмотря на то, что критерии применимости при

ближения в формуле (3.53) были проанализированы в разд. 2.4 (см. также ра

боту [80]) для случая горячей плазмы в ранней вселенной, необходимо обсудить

обоснованность соотношения (3.53) для случая вырожденного кваркового веще

ства.

В работе [181] было найдено, что МГД-турбулентность имеет место, когда

число Рейнольдса, Re = 𝑣𝑙/𝜈, и его магнитный аналог, ReB = 𝑣𝑙𝜎cond, являются

большими. Здесь 𝑣 и 𝑙 – характерные масштабы скорости и длины при движении

вещества, 𝜈 – кинематическая вязкость, а 𝜎cond – электрическая проводимость

кваркового вещества. Числа Рейнольдса в ГЗ/КЗ были оценены в статье [233]

как Re ∼ 108 и ReB ∼ 1016. Таким образом, видно, что МГД-турбулентность

является доминирующей, поскольку Re ≫ 1 и ReB ≫ 1.

Помимо наличия больших чисел Рейнольдса, для справедливости форму

лы (3.53) необходимо потребовать, чтобы микроскопическое движение кварка

в сильном магнитном поле не влияло на макроскопическое движение плазмы

под действием силы Лоренца FL ∼ (J × B). Это условие выполняется, если

𝑙B ≪ 𝜏D, где 𝑙B ∼ 𝜇𝑞/𝑒𝑞𝐵 – ларморовский радиус в релятивистском вырожден

ном кварковом веществе. Пользуясь формулой (З.18), можно найти, что ука

занное неравенство выполняется для самой низкой температуры 𝑇0 = 108 K и
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самого слабого магнитного поля 𝐵0 = 1012 G, которые будут использоваться в

разд. 3.6 и 3.7.

В случае КЗ относительная концентрация 𝑠 кварков 𝑌𝑠 = 𝑛𝑠/𝑛0 зависит

от выбранной низкоэнергетической модели сильных взаимодействий. Обычно

эта величина не превышает 1/3 [234]. Выше упоминалось, что в КЗ можно

положить 𝑛𝑢 = 𝑛𝑑 = 𝑛𝑠 = 𝑛0/3 в качестве предельного случая. Данное соотно

шение между концентрациями также следует из бета-равновесия и из требова

ния электронейтральности вещества [235]. Следовательно, находим, что в КЗ

𝜇𝑢 = 𝜇𝑑 = 0.69𝜇0.

Чтобы найти вклад 𝑠-кварковой компоненты в аномальный ток в форму

ле (3.38), сначала необходимо напомнить, что масса 𝑠 кварка достаточно вели

ка для восстановления киральной симметрии для этих частиц [234]. Поэтому

прямого вклада 𝑠 кварков в аномальный электрический ток в формуле (3.38)

нет. Вместо этого данные кварки образуют фоновое вещество, с которым 𝑢 и

𝑑 кварки могут электрослабо взаимодействовать. Таким образом, можно полу

чить, что 𝑉5(𝑢,𝑑) = 𝐺F

(︀
𝜅′𝑢,𝑑𝑛𝑑,𝑢 + 𝜅′′𝑢,𝑑𝑛𝑠

)︀
, где 𝜅′𝑢,𝑑 и 𝜅′′𝑢,𝑑 – постоянные коэффи

циенты, явный которых можно найти аналогично работе [64]. Затем, учитывая

выбранные концентрации кварков в КЗ, 𝑛𝑞 = 𝑛0/3, получаем, что 𝑉5𝑢 = 1.1 eV

и 𝑉5𝑑 = 4.1 eV.

Обобщая результаты работы [80], рассматривая киральные дисбалансы 𝑢

и 𝑑 кварков и включая ненулевые эффективные потенциалы 𝑉5𝑞, получаем сле

дующую систему уравнений эволюции для ℎ(𝑘, 𝑡), 𝜌B(𝑘, 𝑡) и 𝜇5𝑞:

𝜕ℎ(𝑘, 𝑡)

𝜕𝑡
=− 2𝑘2𝜂effℎ(𝑘, 𝑡) + 4𝛼−𝜌B(𝑘, 𝑡), (3.54)

𝜕𝜌B(𝑘, 𝑡)

𝜕𝑡
=− 2𝑘2𝜂eff𝜌B(𝑘, 𝑡) + 𝛼+𝑘

2ℎ(𝑘, 𝑡), (3.55)

d𝜇5𝑢(𝑡)

d𝑡
=− 𝜋𝛼em

2𝜇2𝑢

4

9

∫︁
d𝑘
𝜕ℎ(𝑘, 𝑡)

𝜕𝑡
− Γ𝑢𝜇5𝑢(𝑡), (3.56)

d𝜇5𝑑(𝑡)

d𝑡
=− 𝜋𝛼em

2𝜇2𝑑

1

9

∫︁
d𝑘
𝜕ℎ(𝑘, 𝑡)

𝜕𝑡
− Γ𝑑𝜇5𝑑(𝑡). (3.57)

где, аналогично работе [80], вводится коэффициент эффективной магнитной
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диффузии 𝜂eff и эффективные параметры динамо 𝛼±, учитывающие МГД-тур

булентность, которые имеют вид:

𝜂eff =
𝐹

5/6
𝑄

𝜎cond
+

4

3

𝜏D
𝜌E + 𝑝

∫︁
d𝑘′𝜌B(𝑘

′, 𝑡),

𝛼± =
2𝛼em𝐹

5/6
𝑄

𝜋𝜎cond

{︂
4

9
[𝜇5𝑢(𝑡) + 𝑉5𝑢] +

1

9
[𝜇5𝑑(𝑡) + 𝑉5𝑑]

}︂
∓ 2

3

𝜏D
𝜌E + 𝑝

∫︁
d𝑘′𝑘′2ℎ(𝑘′, 𝑡). (3.58)

В уравнениях (3.56) и (3.57) учитывается возможность изменения спиральности

кварков при их столкновениях путем введения коэффициентов Γ𝑞 = 𝑒6𝑞𝜇𝑞/8𝜋
5 [69].

Если изучается случай КЗ, то Γ𝑞 будут иметь такое же значение, поскольку

вероятность изменения спиральности 𝑢 и 𝑑 кварков при их рассеянии на непо

ляризованных 𝑠 кварках намного меньше, чем во взаимном рассеянии 𝑢 и 𝑑

кварков [69].

Выражение для производной 𝜕ℎ/𝜕𝑡 в подынтегральных выражениях в урав

нениях (3.56) и (3.57) должно быть взято из уравнения (3.54). Заметим, что в

этом случае нет прямого вклада МГД-турбулентности в эволюцию 𝜇5𝑞, как это

было показано в статье [80].

Проводимость кваркового вещества в уравнении (3.58) как функция тем

пературы вещества 𝑇 задается формулой (3.45) в разд. 3.3. Для учета энерге

тического баланса используется дополнительный коэффициент,

𝐹𝑄 = 1− 𝐵2

(𝜇2𝑢 + 𝜇2𝑑)𝑇
2
0

, (3.59)

в выражении (3.58); см. работу [69] и формулу (3.45). Коэффициент 𝐹𝑄 в фор

муле (3.59) учитывает антикорреляцию между температурой и магнитным по

лем [68,69]: 𝑇 2 = 𝑇 2
0𝐹𝑄. Аналогичные поправочные коэффициенты в кинемати

ческих моделях 𝛼-динамо обсуждались в работе [236].

В предложенном подходе предполагается, что магнитное поле в ГЗ/КЗ эво

люционирует в однородном кварковом веществе. Из этого предположения сле

дует, что киральные дисбалансы 𝜇5𝑞 в уравнениях (3.56) и (3.57) зависят только
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от времени, а не от пространственных координат (или, что эквивалентно, не от

волнового числа 𝑘). Следовательно, например, не изучается влияние граничных

эффектов на эволюцию магнитного поля. Обобщение уравнений (3.56) и (3.57)

с учетом зависимости киральных дисбалансов от пространственных координат

было недавно сделано в работе [237].

Уравнения (3.54)-(3.57) должны быть дополнены начальным условием.

Предположим, что имеется начальный колмогоровский спектр плотности маг

нитной энергии [63],

𝜌B(𝑘, 0) = 𝒞𝑘−5/3, 𝒞 =
𝐵2

0

3
(︁
𝑘
−2/3
min − 𝑘

−2/3
max

)︁ , (3.60)

где 𝑘min и 𝑘max – минимальное и максимальное волновые числа, а 𝐵0 – затра

вочное магнитное поле. Для определенности предположим, что 𝑘max = 10𝑘min,

при этом 𝑘min будет свободным параметром модели. Начальный спектр магнит

ной спиральности равен ℎ(𝑘, 0) = 2𝜌B(𝑘, 0)/𝑘, что соответствует максимальной

начальной спиральности.

Предполагается, что затравочное магнитное поле возникает на этапах го

рячей ГЗ/КЗ при 𝑇 ≫ 𝑇0. Предположим, что начальное поле 𝐵0 = 1012 G

генерируется за счет прямого каскада в горячем веществе компактной звезды,

т.е. когда крупномасштабные вихри преобразуются в мелкомасштабные [238].

Здесь не обсуждается фактический механизм генерации затравочного магнит

ного поля. Можно ожидать, что данный процесс использует МГД-механизм ос

нованный на классической электродинамике без использования эффектов фи

зики элементарных частиц, таких как КМЭ. Действительно, киральный фазо

вый переход в кварковом веществе не происходит в компактной звезды, пока

плотность ее вещества недостаточно велика. Таким образом, J5 = 0 в форму

ле (3.38) при 𝑇 ≫ 𝑇0. Известно, что колмогоровский спектр для плотности

энергии в формуле (3.60) является хорошим приближением [238] для случая,

когда начальное магнитное поле создается за счет прямого каскада. Как толь

ко кварковое вещество охладится до 𝑇 ∼ 𝑇0, происходит киральный фазовый
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переход и проявляется КМЭ. Следовательно, если 𝑇 ≤ 𝑇0, рост затравочно

го магнитного поля происходит благодаря КМЭ под действием электрослабого

взаимодействия между кварками.

Начальные киральные дисбалансы выбираются равными 𝜇5𝑢(0) = 𝜇5𝑑(0) =

1MeV [69]. Данный выбор 𝜇5(𝑢,𝑑)(0) может быть продиктован тем, что затра

вочный киральный дисбаланс возникает в протозвезде непосредственно перед

киральным фазовым переходом. Процесс генерации 𝜇5(𝑢,𝑑)(0), скорее всего, име

ет электрослабое происхождение и энергетический масштаб ∼ (𝑚𝑑 − 𝑚𝑢) ∼

𝒪(MeV), где 𝑚𝑢,𝑑 – вакуумные массы 𝑢 и 𝑑 кварков. Данный масштаб опре

деляет начальное значение 𝜇5(𝑢,𝑑). Более того, в работах [63, 65] было проана

лизировано влияние начальных значений кирального дисбаланса на генерацию

магнитного поля. Оказывается, что если |𝜇5𝑞(0)| ≪ 𝜇𝑞 (т.е. можно брать отри

цательные значения начальных киральных дисбалансов), то эволюция магнит

ного поля практически не зависит от 𝜇5𝑞(0), т.к. такой начальный киральный

дисбаланс быстро стремиться к нулю из-за большой скорости изменения спи

ральности при столкновениях фермионов в веществе компактной звезды.

Эффективное усиление затравочного магнитного поля требует равенства

знаков 𝑉5𝑞 и ℎ(𝑘, 0), т.к. рост магнитного поля обусловлен электрослабым вза

имодействием между кварками. Выше было показано, что 𝑉5𝑞 > 0. Следова

тельно, необходимо наличие положительного знака ℎ(𝑘, 0). Если бы изучалась

эволюция крупномасштабного магнитного поля в компактной звезде, как это

было сделано в работе [69], то это означало бы, что магнитное поле может быть

усилено только в одном полушарии звезды, т.к. затравочное поле должно иметь

противоположные спиральности в разных полушариях. В данном разделе в ос

новном изучается эволюция мелкомастабных полей с 1/𝑘 ∼ (1 − 103) cm, что

намного меньше радиуса звезды (см. разд. 3.6). Для такого магнитного поля

всегда можно найти область с подходящим знаком начальной спиральности.

Если ввести безразмерные величины аналогично формулам (3.3) и (3.49),

то уравнения (3.54)-(3.57) могут быть переписаны в виде (ср. с уравнения
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ми (2.56)-(2.58) и (3.50)),

𝜕ℋ(𝜅, 𝜏)

𝜕𝜏
=− 𝜅2

{︂
𝐹

5/6
𝑄 + 𝐹−1

𝑄 𝐾𝑑

∫︁ 𝜅max

1

d𝜅′ℛ(𝜅′, 𝜏)

}︂
ℋ(𝜅, 𝜏)

+

{︂
0.22𝐹

5/6
𝑄 (4 [ℳ𝑢(𝜏) + 𝒱𝑢] +ℳ𝑑(𝜏) + 𝒱𝑑)

+ 𝐹−1
𝑄 𝐾𝑑

∫︁ 𝜅max

1

d𝜅′𝜅′2ℋ(𝜅′, 𝜏)

}︂
ℛ(𝜅, 𝜏), (3.61)

𝜕ℛ(𝜅, 𝜏)

𝜕𝜏
=− 𝜅2

{︂
𝐹

5/6
𝑄 +𝐾𝑑𝐹

−1
𝑄

∫︁ 𝜅max

1

d𝜅′ℛ(𝜅′, 𝜏)

}︂
ℛ(𝜅, 𝜏)

+ 𝜅2
{︂
0.22𝐹

5/6
𝑄 (4 [ℳ𝑢(𝜏) + 𝒱𝑢] +ℳ𝑑(𝜏) + 𝒱𝑑)

− 𝐹−1
𝑄 𝐾𝑑

∫︁ 𝜅max

1

d𝜅′𝜅′2ℋ(𝜅′, 𝜏)

}︂
ℋ(𝜅, 𝜏), (3.62)

dℳ𝑢(𝜏)

d𝜏
=0.92𝐹

5/6
𝑄

∫︁ 𝜅max

1

d𝜅
[︀
𝜅2ℋ(𝜅, 𝜏)

− 0.22 (4 [ℳ𝑢(𝜏) + 𝒱𝑢] +ℳ𝑑(𝜏) + 𝒱𝑑)ℛ(𝜅, 𝜏)
]︀
− 𝒢𝑢ℳ𝑢(𝜏), (3.63)

dℳ𝑑(𝜏)

d𝜏
=0.15𝐹

5/6
𝑄

∫︁ 𝜅max

1

d𝜅
[︀
𝜅2ℋ(𝜅, 𝜏)

− 0.22 (4 [ℳ𝑢(𝜏) + 𝒱𝑢] +ℳ𝑑(𝜏) + 𝒱𝑑)ℛ(𝜅, 𝜏)
]︀
− 𝒢𝑑ℳ𝑑(𝜏), (3.64)

где 𝜅max = 𝑘max/𝑘min. Множитель 𝐹𝑄 в уравнениях (3.61)-(3.64) принимает фор

му,

𝐹𝑄 = 1− 1.61𝑘2min

𝛼2
em𝑇

2
0

∫︁ 𝜅max

1

d𝜅ℛ(𝜅, 𝜏). (3.65)

Коэффициент описывающий вклад турбулентности в уравнениях (3.61)-(3.64)

равен:

𝐾𝑑 = 1.25× 102
𝜎0𝑘

2
min

𝛼3
em𝑇

2
0𝜇0

. (3.66)

Заметим, что учет антикорреляции между температурой и магнитным полем в

турбулентных слагаемых осуществляется путем введения множителя 𝐹−1
𝑄 .

Если изучается КЗ, то следует умножить коэффициент перед интегралом

в уравнении (3.65) на 1.29, коэффициент перед интегралами в уравнениях (3.63)

и (3.64) на 1.59, а также учесть дополнительный коэффициент 2.11 в форму

ле (3.66). Таким образом, видно, что 𝑠 кварки, рассматриваемые в равных про
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порциях с 𝑢 и 𝑑 кварками, усиливают влияние турбулентного движения веще

ства на генерацию магнитных полей более чем в 2 раза.

3.6. Численное решение уравнений эволюции

В этом разделе приводится численное решение уравнений (3.61)-(3.64) с

начальными условиями, выбранными в разд. 3.5.

Рассмотрим сначала случай кваркового вещества в ядре ГЗ, состоящего

только из 𝑢 и 𝑑 кварков, с 𝑛𝑑 = 2𝑛𝑢. На рис. 3.2 показана временная эволюция

магнитного поля в этом кварковом веществе, основанная на численном решении

уравнений (3.61)-(3.64) с начальными условиями, выбранными в разделе 3.5.

Численное моделирование проводилось для различных начальных температур

и минимальных пространственных масштабов. Во всех случаях использовалось

одно и то же затравочное магнитное поле 𝐵0 = 1012 G.

На рис. 3.2(a)-3.2(d) видно, что начальное магнитное поле испытывает экс

поненциальный рост, обусловленный электрослабым взаимодействием кварков

поскольку 𝑉5𝑞 ̸= 0. После того, как магнитное поле достигнет максимальной

напряженности, оно достаточно быстро уменьшается примерно на порядок, а

затем поле продолжает медленно спадать. Появление пика во временной эволю

ции магнитного поля обусловлено эффектами МГД-турбулентности, учтенными

в уравнениях (3.54)-(3.57) и (3.61)-(3.64).

Определим пространственный масштаб магнитного поля как Λ = 1/𝑘. Вид

но, что эффект турбулентного движения вещества более выражен для магнит

ного поля, соответствующего большому 𝑘min, как следует из формулы (3.66).

Чтобы подчеркнуть эту особенность, на рис. 3.2 показана эволюция магнитно

го поля при отсутствии турбулентности, т. е. когда 𝐾𝑑 = 0, показанная пунк

тирными линиями. На рис. 3.2(a) и 3.2(b), для 1 cm < Λ < 10 cm, а также на

рис. 3.2(c) и 3.2(d), для 10 cm < Λ < 102 cm, ясно прослеживается различие

между турбулентным и не турбулентным случаями. Для большего простран
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Рис. 3.2. Эволюция магнитного поля для различных 𝑇0 и Λmax = 1/𝑘min в ГЗ, вещество

которой состоит только из 𝑢 и 𝑑 кварков. Панели (a), (c), и (e) соответствуют 𝑇0 = 108 K,

тогда как панели (b), (d), и (f) – 𝑇0 = 109 K. На панелях (a) и (b) показана эволюция поля

с 1 cm < Λ < 10 cm, на панелях (c) и (d) – с 10 cm < Λ < 102 cm, а на панелях (e) и (f) – с

5×102 cm < Λ < 5×103 cm. Вставки на панелях (a)-(d) демонстрируют поведение магнитного

поля на малых временах эволюции. Штриховые линии отображают эволюцию магнитного

поля с соответствующими начальными условиями в отсутствие турбулентности, т.е. когда

𝐾𝑑 = 0.
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ственного масштаба 5 × 102 cm < Λ < 5 × 103 cm, показанного на рис. 3.2(e)

и 3.2(f), эволюция магнитного поля в турбулентном и нетурбулентном случаях

менее различима в течении ограниченного промежутка времени.

Затем обратимся к ситуации, когда в кварковом веществе присутствуют

как 𝑢 и 𝑑, так и 𝑠 кварки, причем 𝑛𝑢 = 𝑛𝑑 = 𝑛𝑠. Такое кварковое вещество

вполне может существовать в КЗ. Как и на рис. 3.2, здесь также предполагает

ся, что 𝐵0 = 1012 G и с этим начальным условием уравнения (3.61)-(3.64) реша

ются численно. Однако необходимо учесть, что параметры в этих уравнениях

несколько отличаются от параметров, используемых для построения рис. 3.2.

Расхождение параметров обсуждается в конце разд. 3.5 и в Приложении З.

Эволюция магнитного поля в этом кварковом веществе показана на рис. 3.3.

Поведение магнитных полей в этом случае качественно напоминает показанное

на рис. 3.2. Однако из-за большего значения 𝐾𝑑 в присутствии 𝑠 кварков эф

фект турбулентности более значителен. Это означает, что можно исследовать

магнитные поля большего масштаба, на которые турбулентность вещества все

еще оказывает значительное влияние (ср., например, рис. 3.2(c) и 3.3(c)). На

рис. 3.3(d) не показана эволюция магнитного поля в нетурбулентном веществе

(поскольку пунктирная линия отсутствует) из-за технических трудностей в чис

ленном решении уравнений 3.61)-(3.64) с выбранными коэффициентами.

Как будет видно в разд. 3.7, наиболее интересные астрофизические прило

жения соответствуют случаям показанным сплошными линиями на рис. 3.2(a),

3.2(c), 3.3(a) и 3.3(c). В этих ситуациях максимальное магнитное поле 𝐵max

составляет около 30% от напряженности поля насыщения 𝐵sat: 𝐵max ≈ 0.3𝐵sat.

Магнитное поле насыщения, показанное горизонтальными пунктирными линия

ми, достигается при условии равнораспределения энергии между магнитным по

лем и источником энергии: 𝐵2
sat ∼ 𝐵2

eq, где 𝐵2
eq = (𝜇2𝑢+𝜇

2
𝑑)𝑇

2
0 ; см. формулу (3.59).

Следовательно, в рассматриваемых турбулентных случаях максимальная энер

гия растущего магнитного поля составляет лишь малую долю фоновой энергии:

𝐵2
max ∼ 0.1𝐵2

eq ≪ 𝐵2
eq. Поэтому 𝐹𝑄 > 0 в формуле (3.59).
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Рис. 3.3. Эволюция магнитного поля для различных 𝑇0 и Λmax = 1/𝑘min в КЗ с 𝑛𝑢 = 𝑛𝑑 = 𝑛𝑠.

Панели (a) и (c) соответствуют 𝑇0 = 108 K, тогда как панели (b) и (d) – 𝑇0 = 109 K. На

панелях (a) и (b) показана эволюция поля с 10 cm < Λ < 102 cm, а на панелях (c) и (d) –

с 50 cm < Λ < 5 × 102 cm. Вставки на панелях (a)-(c) демонстрируют поведение магнитного

поля на малых временах эволюции. Штриховые линии отображают эволюцию магнитного

поля с соответствующими начальными условиями в отсутствие турбулентности, т.е. когда

𝐾𝑑 = 0.
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В разд. 3.5 предполагалось, что затравочное магнитное поле обладает мак

симальной спиральностью. Такое магнитное поле является бессиловым, т.е. (∇×

B) ∼ B. Этот факт можно проверить, используя, например, волну ЧС, B(𝑧, 𝑡) =

𝐵(𝑡)(e𝑥 sin 𝑘𝑧+e𝑦 cos 𝑘𝑧), которая соответствует максимальной положительной

спиральности. Используя тот факт, что J = (∇ × B) в формуле (3.53), полу

чаем, что МГД-турбулентность исчезает для этой конфигурации затравочного

поля, т.к. v ∼ (J × B) = 0 в формуле (3.53). На рис. 3.2 и 3.3 видно, что

сначала турбулентность не оказывает влияния на эволюцию поля, поскольку

сплошная и пунктирная линии почти совпадают. Таким образом, при малых

временах эволюции экспоненциальный рост поля в основном обусловлен КМЭ

и электрослабой поправкой.

В работе [80] показано, что МГД-турбулентность по-разному влияет на

эволюцию магнитной спиральности и магнитной энергии. Более того, основ

ные уравнения (3.55)-(3.57) являются сильно нелинейными. Поэтому в опреде

ленный момент времени 𝑡 = 𝑡turb связь между спектрами, соответствующая

полю с максимальной спиральностью, уже перестает быть справедливой, т.е.

ℎ(𝑘, 𝑡turb) ̸= 2𝜌B(𝑘, 𝑡turb)/𝑘 и, следовательно, v ̸= 0 в формуле (3.53). Таким

образом, при 𝑡 > 𝑡turb МГД-турбулентность может преобладать по сравнению

со вкладом КМЭ. Как видно из уравнений (3.54)-(3.57), это должно происхо

дить в тот момент, когда магнитное поле достигает определенной напряженно

сти, поскольку вклад турбулентности квадратичен по спектрам по сравнению

с вкладом КМЭ, который линеен по спектрам. Именно эту особенность можно

наблюдать на рис. 3.2 и 3.3. Таким образом можно качественно описать влияние

МГД-турбулентности на эволюцию магнитного поля.

3.7. Описание вспышек магнитаров

В этом разделе обсуждается применение результатов численного моделиро

вания выполненного в разд. 3.6 для объяснения электромагнитного излучения
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магнитаров.

Во Введении уже упоминалось, что магнитары в основном обнаруживают

ся по их электромагнитному излучению в рентгеновском или мягком 𝛾 диапа

зонах, как AXP или SGR. Это электромагнитное излучение имеет вид вспы

шек, которые варьируются от коротких до гигантских, в зависимости от про

должительности и общего энерговыделения. Во всех событиях короткий пик в

излучении сопровождается медленно убывающим сигналом. Пики имеют про

должительность ∼ 0.1 s в коротких вспышках [239] и ∼ (10− 20) s в гигантских

вспышках [240]. Медленно убывающий сигнал в гигантских вспышках может

длится до 400 s [240]. Существует также предположение, что открытые несколь

ко лет назад миллисекундные вспышки могут иметь отношение к излучению

магнитаров [241]. Некоторые наблюдательные данные обобщены в обзоре [114].

В настоящее время отсутствует понимание как происхождения сильных

магнитных полей в магнитарах, так и механизма, лежащего в основе их элек

тромагнитных вспышек. Например, в работе [242] было выдвинуто предложе

ние, что вспышки SGR могут объясняться истечением намагниченного вещества

через трещины звездной коры. Данные процессы получили название звездотря

сений. В настоящее время считается, что электромагнитная активность магни

таров связана с пересоединением магнитных силовых линий в магнитосфере

звезды [243]. Перекручивание линий должно быть вызвано движением звезд

ной коры. Разрывы и макроскопические сдвиги коры не могут быть реализова

ны из-за огромного давления в веществе звезды. Более того, дополнительное

эффективное давление вызвано очень сильным магнитным полем, которое про

низывает кору магнитара.

Недавно, новый механизм вспышек, основанный на пластических дефор

мациях плотного вещества коры магнитара, которые вызываются термопласти

ческой волной (ТПВ), был предложен в работе [244]. Модель ТПВ, которая на

сегодняшний день является наиболее правдоподобным объяснением вспышек

магнитаров, получила дальнейшее развитие в работе [245]. В статье [245] было
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найдено, что пластический поток перестает распространяться если 𝐵 . 1013 G.

Однако роль магнитного поля в ядре магнитара в этой модели остается неясной.

В статье [245] было предложено, что квантовые вихри и трубки в сверхтекучем

звездном ядре могут играть важную роль в возбуждении ТПВ.

В работе [69] была предложена модель генерации магнитного поля в ГЗ/КЗ

на основе неустойчивости магнитного поля вызванной электрослабым взаимо

действием кварков. В этой модели электрослабое взаимодействие рассматри

вается как поправка к КМЭ. Заметим, что наличие кваркового вещества в

компактной звезде необходимо, поскольку КМЭ в присутствии электрослабо

го взаимодействия может иметь место, только если киральная симметрия не

нарушена [67]. В отличие от НЗ, в ГЗ/КЗ существует возможность восстанов

ления киральный симметрии в кварковом веществе [246]. В работе [69], было

описано усиление затравочного поля 𝐵0 = 1012 G, характерного для пульсара,

до 𝐵 =
(︀
1014 − 1015

)︀
G, предсказываемого в магнитарах [113, 114]. Генерируе

мые магнитные поля имеют большой масштаб 102 m < Λ < 10 km.

Попытаемся применить разработанную модель, для объяснения возбуж

дения ТПВ. Как уже упоминалось выше, физический механизм, ведущий к

распространению ТПВ, до сих пор неясен. Можно предположить, что он свя

зан с флуктуацией магнитного поля с соответствующими характеристиками во

внутренней коре или во внешнем ядре звезды. Далее будет рассмотрена гене

рация флуктуаций магнитного поля во внешнем ядре компактной звезды, где

может присутствовать кварковое вещество с ненарушенной киральной симмет

рией. Будут изучены поведение во времени такой флуктуации и ее свойства,

такие как пространственный масштаб и напряженность магнитного поля. Для

этой цели рассматривается эволюция мелкомасштабных полей в рассматривае

мой модели, которая учитывает эффекты турбулентности. Будет показано, что

МГД-турбулентность имеет решающее значение для объяснения наблюдатель

ных данных для вспышек магнитаров.

Рассмотрим ГЗ/КЗ находящуюся в тепловом равновесии с начальной тем
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пературой 𝑇0 =
(︀
108 − 109

)︀
K. Будем считать, что плотность кваркового веще

ства равна 𝑛0 = 1.8× 1038 cm−3, которая вполне может существовать в ГЗ/КЗ.

В этом случае, как следует численного моделирования в разделе 3.6, можно

создать мелкомасштабное магнитное поле с поведением во времени, напомина

ющим вспышки магнитаров.

Сначала рассмотрим ГЗ. Эволюция магнитного поля показана на рис. 3.2.

Если взять 𝑇0 = 108 K, то пик в поведении магнитного поля, при котором

𝐵 & 1013 G, длится ∼ 0.1 s, см. вставку на рис. 3.2(a). Напомним, что термо

пластичный поток имеет место, если 𝐵 & 1013 G [245]. Как упоминалось выше,

такая длительность характерна для короткой вспышки магнитара [239].

Изменяя масштаб магнитного поля, можно промоделировать также и ги

гантские вспышки магнитаров. Действительно, на вставке в рис. 3.2(c) вид

но, что длительность пика в эволюции магнитного поля равна ∼ (10− 15) s,

что весьма близко к той, которая наблюдается при гигантской вспышке маг

нитара [240]. Если рассмотреть эволюцию медленно убывающего поля, при

которой 𝐵 & 1013 G, показанную на рис. 3.2(c), то видно, что она длится

∼ (300− 400) s, что опять же близко к общей длительности гигантских вспы

шек магнитаров [240]. Даже форма пика, предсказываемого в данной модели,

аналогична наблюдаемой в гигантской вспышке: он имеет более крутой перед

ний фронт и больше пологий задний фронт; см. вставку на рис. 3.2(c) и рабо

ту [240].

Исследуем теперь эволюцию магнитного поля в КЗ, которая показана на

рис. 3.3. Можно видеть, что пространственный масштаб магнитного поля ока

зывается поля немного большим, чем на рис. 3.2. Это связано с тем, что 𝐾𝑑

больше по величине в кварковом веществе с 𝑛𝑢 = 𝑛𝑑 = 𝑛𝑠. Можно видеть,

что результаты численного моделирования, изображенные на рис. 3.3(a), мо

гут воспроизвести промежуточную вспышку магнитара с длительностью пика

∼ 10 s, описанную в статье [247]. Дальнейшее увеличение масштаба магнитного

поля по сравнению с тем, что показано на рис. 3.3(c) и 3.3(d), нецелесообразно,
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поскольку вспышки с общей длительностью более нескольких сотен секунд не

наблюдаются.

В разработанной модели магнитное поле генерируется в области где ки

ральная симметрия не нарушена. По всей видимости, это должно происходить

в окрестности ядра звезды. Как упоминалось выше, роль магнитного поля в

ядре звезды неясна в модели ТПВ [245]. Теперь видно, что генерация мелко

масштабных флуктуаций магнитного поля в ядре звезды может служить физи

ческим процессом, который возбуждает ТПВ, поскольку поведение во времени

магнитного поля, показанное на рис. 3.2 и 3.3, очень напоминает вспышки маг

нитаров. Необходимо отметить, что имеются указания на то, что магнитные

поля могут влиять на пластические деформации кристаллической решетки в

горных породах [248]. Этот процесс аналогичен распространению ТПВ.

Согласно предложенной модели вспышек магнитаров, небольшие флукту

ации магнитного поля, возникающие вблизи ядра звезды, возбуждают ТПВ, ко

торая распространяется через кору магнитара к поверхности звезды. Скорость

ТПВ была оценена в статье [244] как 𝑣TPW ∼ (𝜒𝜌𝑚/𝜂)
1/2, где 𝜒 – коэффициент

температуропроводности, 𝜌𝑚 – плотность магнитной энергии в магнитосфере

магнитара, а 𝜂 – эффективная динамическая вязкость. Типичными значения

ми этих параметров являются [244]: 𝜒 = 10 cm2 · s−1 и 𝜌𝑚 = 1028 erg · cm−3,

что соответствует 𝐵𝑚 = 4 × 1014 G. Основываясь на нескольких предположе

ниях, коэффициент 𝜂 был оценен в работе [249]. При температуре 𝑇 ∼ 108 K

и плотности, соответствующей коре компактной звезды, можно считать, что

𝜂 ∼ 1012 erg · s · cm−3. Это дает 𝑣TPW = 3.2 × 108 cm · s−1. Предположив, что

толщина коры 𝐿𝑐 = 1 km, получаем, что ТПВ будет распространяться в тече

ние Δ𝑡 = 𝐿𝑐/𝑣TPW = 3.2 × 10−4 s для достижения магнитосферы. Полученная

оценка Δ𝑡 намного меньше, чем длительность пика (0.2 − 0.3) s на рис. 3.2(a),

соответствующего короткой вспышке. Поэтому можно пренебречь дисперсией

ТПВ в разработанной модели.

Недавно в статье [250] было высказано предположение, что вспышки маг
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нитаров могут быть связаны с мелкомасштабными магнитными полями в ядре

звезды. Например, в статье [250] было найдено, что затравочное магнитное по

ле в ядре магнитара, необходимое для возбуждения коротковолновой волны

Холла, которая, в свою очередь, может вызвать ТПВ, должно иметь масштаб

∼ 10m, что всего на один порядок превышает величину Λmax, используемую в

разд. 3.6 для моделирования гигантской вспышки; см. рис. 3.2(c). Еще большее

значение Λmax = 5m используется для построения рисунка 3.3(c), соответству

ющего вспышке в КЗ. Возможно, трехмерное моделирование, анонсированное

в статье [250], покажет более близкое совпадение с результатами предложенной

здесь модели.

Интересно отметить, что можно объяснить вспышки магнитаров, от ко

ротких до гигантских, изменяя только один параметр в модели, а именно про

странственный масштаб магнитного поля. Энергетика этих событий должна

зависеть от длины волны возбужденной ТПВ. Разумно предположить, что ес

ли генерируется крупномасштабное магнитное поле, оно должно возбуждать

ТПВ с большей длиной волны. Именно эта особенность возникает в проведен

ном моделировании: ср. рис. 3.2(a) и 3.2(c), а также рис. 3.2(b) и 3.2(d).

3.8. Генерация магнитных полей в нейтронных звездах за

счет ненулевой асимметрии нейтрино при взрыве

сверхновой

В данном разделе рассматривается возможность усиления магнитного по

ля в компактной звезде вызванное неустойчивостью поля за счет ненулевого

члена ЧС выведенного в разд. 2.2.2 (см. формулу (2.14)). Для этой цели иссле

дуем излучение нейтрино во время взрыва СН и взаимодействие этих нейтрино

с вырожденной релятивистской плазмой электронов.
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3.8.1. Параметр Черн-Саймонса в вырожденной релятивистской

плазме

Выражение для параметра ЧС в формулах (2.5) и (2.7) зависит от закона

дисперсии фотонов в плазме. Электроны в веществе протонейтронной звезды

считаются сильно вырожденными. В случае вырожденной плазмы дисперсион

ное соотношение для поперечных волн [189] принимает форму,

𝑘20 = k2 + 𝜔2
𝑝

(︂
3𝑘20

2𝑣2Fk
2

)︂[︂
1− (𝑘20 − 𝑣2Fk

2)

𝑘20

(︂
𝑘0

2𝑣F|k|

)︂
ln
𝑘0 + 𝑣F|k|
𝑘0 − 𝑣F|k|

]︂
, (3.67)

где 𝑣F – скорость Ферми. Плазменную частоту 𝜔𝑝 можно найти из форму

лы (2.12), если сделать следующую замену: {exp[𝛽(ℰp−𝜇)]+1}−1 → 𝜃(𝛽[𝜇−ℰp])

и {exp[𝛽(ℰp + 𝜇)] + 1}−1 → 0, где 𝜃(𝑧) – ступенчатая функция Хевисайда.

Рассмотрим вырожденную плазму в релятивистском пределе. В этой ситу

ации 𝑣F = 1 и 𝜔2
𝑝 = 4𝛼em𝜇

2/3𝜋. Общее дисперсионное соотношение в выраже

нии (3.67) трансформируется в 𝑘2 = 𝜔2
𝑝, если изучаются длинные волны. Ис

пользуя уравнение (2.13), также получаем эффективную массу электрона в вы

рожденной плазме. Можно проверить, что справедливо неравенство 𝑘2 < 4𝑚2
eff .

Используя формулы (2.5), (2.7) и (2.8) в пределе 𝜇 ≫ 𝑇 , а также тожде

ства (3.37), можно вывести выражение для функции 𝐹 = 𝐹 (𝑘0/𝜇), см. соотно

шение (2.14), в случае релятивистской вырожденной плазмы. В этой ситуации

интегрирование по импульсам может быть выполнено в явном виде. Однако

здесь выражение для 𝐹 не приводится из-за его громоздкого вида.

Функция 𝐹 в зависимости от 𝑘0/𝜇 показана на рис. 2.2(b). Обсудим предел

длинных волн. В этом случае 𝑘0 ≈ 𝜔𝑝 ≈ 0.06𝜇. Это означает, что необходимо

рассмотреть 𝐹 при 𝑘0 ≪ 𝜇. На рис. 2.2(b) видно, что 𝐹 (𝑘0 → 0) ≈ −2.05.

Поэтому, как и в случае горячей релятивистской плазмы, для вырожденной

релятивистской плазмы Π2 отлично от нуля при 𝑘0 → 0, однако фактическое

значение Π2(0) отличается от найденного в разделе 2.2.2.
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3.8.2. Усиление затравочного магнитного поля в сверхновой

Во время взрыва СН (точнее, при 𝑡 < 0.1 s после начала коллапса, см.

рис. 11.1 в книге [251]) можно пренебречь излучением 𝜈𝜇,𝜏 . Поэтому Π2 прини

мает вид,

Π2(𝑘0, 0) =

[︃√
2𝛼em𝐺F(𝑛𝜈𝑒 − 𝑛𝜈𝑒)

𝜋

]︃
𝐹 (𝑘0/𝜇) , (3.68)

где функция 𝐹 (𝑥) показана на рис. 2.2(b) для вырожденного ультрарелятивист

ского электронного газа с 𝜇≫ max(𝑇,𝑚𝑒).

Приведем некоторые оценки для Π2 в коллапсирующей СН, появившей

ся из протозвезды с массой 𝑀 ∼ 8𝑀⊙. Детали этого процесса были рассмот

рены в книге [251], где приведены графики различных этапов эволюции на

рис. 11.1-11.3. Чтобы получить Π2, необходимо найти соответствующую плот

ность нейтринной асимметрии Δ𝑛𝜈𝑒.

На стадии сразу после коллапса нейтрино поглощаются в веществе СН,

т.е. длина их свободного пробега не превышает радиуса ядра 𝜆𝜈 ≪ 𝑅 ∼ 10 km.

Например, для плотности ядерного ядра 𝜌0 = 𝑀N(𝑛𝑛 + 𝑛𝑝) = 3× 1014 g · cm−3,

получается, что 𝜆𝜈 ∼ 300m, если 𝐸𝜈 = 30MeV, или 𝜆𝜈 ∼ 2.7 km для 𝐸𝜈 =

10MeV. Здесь, используя массу нуклона 𝑀N = 940MeV, получается барионная

плотность 𝑛B = 𝑛𝑛 + 𝑛𝑝 = 1.8× 1038 cm−3.

Процентное содержание лептонов 𝑌L = 0.3 является характерным для ве

щества в ядре СН сразу после коллапса. Поэтому условие равновесия, 𝑌L𝑛B =

𝑛𝑒 + 𝑛𝜈𝑒 = [𝑝3F𝑒
+ 𝑝3F𝜈𝑒

]/3𝜋2 = 5.4 × 1037 cm−3, позволяет найти импульсы Фер

ми для вырожденных электронов и нейтрино, 𝑝F𝑒
и 𝑝F𝜈𝑒

. Второе уравнение для

этих величин следует из рис. D7(a) в книге [251], где для той же плотности

вещества 𝜌0 = 3× 1014 g · cm−3 находим разность 𝜇𝑛 − 𝜇𝑝 = 𝜇𝑒 − 𝜇𝜈𝑒 = 40MeV,

соответствующую температуре 𝑇 ≃ 10MeV. Заметим, что лептоны являются

ультрарелятивистскими, и поэтому 𝜇𝑒 − 𝜇𝜈𝑒 = 𝑝F𝑒
− 𝑝F𝜈𝑒

= 40MeV, тогда как

нуклоны вырождены и нерелятивистские, следовательно 𝜇𝑛−𝜇𝑝 = 𝐸F𝑛
−𝐸F𝑝

=

[𝑝2F𝑛
− 𝑝2F𝑝

]/2𝑀N = 40MeV. Окончательно получаем все импульсы Ферми в по
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добном плотном ядре: 𝑝F𝜈𝑒
= 163MeV, 𝑝F𝑛

= 341MeV и 𝑝F𝑒
= 𝑝F𝑝

= 203MeV.

Здесь последнее равенство вытекает из условия электронейтральности 𝑛𝑒 = 𝑛𝑝.

Таким образом, находим, что плотность электронных нейтрино на этой стадии

эволюции СН 𝑛𝜈𝑒 = 1.46× 105 MeV3 = 1.9× 1037 cm−3, которую следует подста

вить в выражение (3.68), пренебрегая вкладом антинейтрино.

Время магнитной диффузии 𝑡diff = 𝜆2/𝜂, которое следует из уравнения

Фарадея (3.51),

𝑡diff =
𝜎cond
𝑘2

=
𝜎cond
Π2

2

, (3.69)

зависит от электрической проводимости плазмы вырожденных ультрареляти

вистских электронов и вырожденных нерелятивистских протонов, 𝜎cond = 𝜔2
𝑝/𝜈coll

[230]. Заметим, что комбинированные эффекты вырождения и экранирования

уменьшают частоту столкновений 𝜈coll ∼ 𝑇 2. Таким образом, столкновения За

ряженных частиц блокируются из-за принципа Паули, поскольку состояния

𝑝 < 𝑝F заняты и 𝜈coll → 0 при 𝑇 → 0.

Электропроводность была найдена в работе [230],

𝜎cond =
1.6× 1028

(𝑇/108K)2

(︁ 𝑛𝑒
1036 cm−3

)︁3/2
s−1. (3.70)

Для 𝑝F𝑒
= 203MeV и соответствующей электронной плотности 𝑛𝑒 = 𝑝3F𝑒

/3𝜋2 =

3.7× 1037 cm−3, а также температуры 𝑇 = 10MeV ≃ 1011 K в ядре СН, форму

ла (3.70) дает 𝜎cond = 2250MeV. Данный результат приводит к оценке 𝑡diff =

0.023 s. Это означает, что любое затравочное магнитное поле 𝐵0, существующее

в плазме, не затухает из-за омических потерь в течение первых миллисекунд

после начала коллапса, 𝑡 ≪ 𝑡diff , а эволюционирует для заданного волнового

числа 𝑘 за счет 𝛼-динамо механизма, вызванного нейтринной асимметрией (см.

Приложение Д) согласно соотношению

𝐵(𝑡, 𝑘) = 𝐵0 exp

[︂∫︁ 𝑡

𝑡0

(|𝛼|𝑘 − 𝜂𝑘2)d𝑡′
]︂
. (3.71)

Если 𝑘 < |𝛼|/𝜂 = |Π2|, то затравочное магнитное поле в формуле (3.71) будет

экспоненциально расти. Самый быстрый рост соответствует 𝛼2-динамо с 𝑘 =
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|𝛼|/2𝜂, для которого 𝐵(𝑡) = 𝐵0 × exp
{︀
∫ 𝑡𝑡0[𝛼

2(𝑡′)/4𝜂(𝑡′)]d𝑡′
}︀
.

К сожалению, при тех же условиях, т.е. при больших 𝑛𝜈𝑒 = 1.9×1037 cm−3,

масштаб магнитного поля довольно мал, 𝜆 = 𝑘−1 ≃ 𝜂/|𝛼| = |Π2|−1 ∼ 1.25 ×

10−3 cm. Здесь используется тот факт, что |𝐹 | = 2, см. рис. 2.2(b). Однако

масштаб поля должен возрасти когда асимметрия нейтрино уменьшается из-за

значительного испускания антинейтрино на временах 𝑡 ≤ 0.03 − 0.1 s, Δ𝑛𝜈𝑒 =

𝑛𝜈𝑒 −𝑛𝜈𝑒 → 0 (см. рис. 11.3 в книге [251]). Он может достичь радиуса протоней

тронной звезды 𝜆 → 𝑅0 = 10 km, 𝑘 = |Π2| = 𝑅−1
0 , для асимметрии плотностей

нейтрино равной

𝑛𝜈𝑒 − 𝑛𝜈𝑒 =
𝜋

𝑅0𝛼em𝐺F

√
2|𝐹 |

≃ 5× 1027 cm−3. (3.72)

Время магнитной диффузии должно быть пересчитано для этой стадии взрыва

СН отдельно (быстрый всплеск в излучении 𝜈𝑒 из-за распространения ударной

волны и следующей за этим аккрецией вещества; см. рис. 11.1 в книге [251]).

Предложенный механизм роста магнитного поля в СН, обусловленного

асимметрией электронных нейтрино, может приводить к дополнительному уси

лению сильного затравочного магнитного поля 𝐵0 = (1010 − 1012)G в течение

первой секунды взрыва СН, когда асимметрия 𝑛𝜈𝑒 − 𝑛𝜈𝑒 ̸= 0 остается заметной.

Здесь сильное затравочное магнитное поле может происходить из малого маг

нитного поля протозвезды, например, 𝐵proto ∼ (1−102)G, усиленного благодаря

сохранению магнитного потока, 𝐵0 = 𝐵proto(𝑅proto/𝑅0)
2, во время коллапса про

тозвезды. Тем не менее, вопрос о возможности объяснения сильного магнитного

поля наблюдаемого в магнитарах, 𝐵 = (1014−1015)G, на основе предложенного

нового механизма, требует отдельного исследования (см. также разд. 3.8.3).

3.8.3. Сравнение разработанной модели с ранее предложенном

механизмом основанном на киральном магнитном эффекте

В работе [191] предлагается альтернативный механизм создания сильных

магнитных полей в магнитарах на основе кирального магнитного эффекта для
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электронов с разностью химических потенциалов для правых и левых частиц,

𝜇5 ∼ 𝜇R−𝜇L ̸= 0. Киральный дисбаланс электронов возникает благодаря захва

ту электронов внутри ядра звезды, который был рассмотрен выше (урка-про

цесс), 𝑝+ 𝑒−L → 𝑛+ 𝜈𝑒L, где нижний индекс L обозначает левую поляризацию.

В работе [191] был оценен характерный масштаб волнового числа 𝑘 и вели

чина векторного потенциала 𝐴, связанные с такой неустойчивостью (см. фор

мулу (27) в статье [191]):

𝑘 ∼ 𝛼em𝜇5, |A| ∼ 𝜇5
𝛼em

, следовательно 𝐵 ∼ 𝑘|A| ∼ 𝜇25, (3.73)

где, положив 𝜇5 = 200MeV, получаем огромное 𝐵max ∼ 𝜇25 ∼ 1018 G. Авторы

работы [191] также показывают, что неустойчивость имеет характерный вре

менной масштаб меньший, чем изменение спиральности при столкновениях,

Γinst = 𝛼2
em𝜇5 ≫ Γflip ∼ 𝛼2

em(𝑚𝑒/𝜇5)
2𝜇5. Другими словами, процесс 𝜇5 → 0

из-за столкновений в плазме пренебрежимо мал, поскольку 𝜇5 ≫ 𝑚𝑒.

Тем не менее, в предложенном в статье [191] механизме усиления магнит

ного поля остается неясным, как создается крупномасштабное магнитное поле,

поскольку генерируемое поле оказывается микроскопическим. Действительно,

масштаб 𝑘−1 ∼ MeV−1, найденный в работе [191], намного меньше, чем полу

ченный в разд. 3.8.2. В статье [191] выдвинуто предположение, что более реа

листичные расчеты с использованием МГД для киральной плазмы в будущем

возможно дадут ответ на этот вопрос.

3.9. Выводы: магнитные поля в магнитарах

В разд. 3.1 было выведено выражение для аномального электрического

тока безмассовых фермионов электрослабо взаимодействующих с фоновым ве

ществом под действием внешнего магнитного поля. Данное выражение было

получено на основе точного решения уравнения Дирака в соответствующих

внешних полях. Вклад нарушающего четность электрослабого взаимодействия
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оказался дополнительным к хорошо известному КМЭ.

Далее, в разд. 3.2 была изучена роль массы заряженных фермионов при

генерации аномального тока предсказанного в разд. 3.1. Было обнаружено, что

любая ненулевая масса обращает аномальный ток в ноль. Данный результат

был получен с помощью точного решения уравнения Дирака и вычислением

антисимметричного вклада в поляризационный оператор фотона. Зануление

аномального тока для массивных частиц связано с нарушением киральной сим

метрии. Таким образом генерация магнитного поля за счет существования по

добного тока возможна только в случае ненарушенной киральной симметрии.

Для того, чтобы реализовать генерацию магнитного поля за счет аномаль

ного тока в формуле (3.16) в астрофизических средах, в разд. 3.3 и 3.4 была

изучена эволюция сильных магнитных поля в кварковом веществе, при нали

чии КМЭ дополненного вкладом электрослабого взаимодействия между квар

ками в формуле (3.38). Чтобы обеспечить существование КМЭ предполагалось,

что плотность кваркового вещества достаточно высокая, так что при этом про

исходит киральный фазавый переход и киральная симметрия оказывается не

нарушенной.

Несмотря на то, что между подходами в работах [63,65–68], где изучалась

генерация магнитных полей в НЗ за счет аналогичного эффекта, и разд. 3.3

и 3.4 имеется довольно близкая связь, механизм генерации поля описанный в

разд. 3.3 и 3.4 (см. также работу [69]), скорее всего, является более правдо

подобным. Как уже упоминалось выше, генерация аномального тока в фор

муле (3.38) невозможна для массивных частиц. Электроны в НЗ являются

ультрарелятивистскими, однако они имеют ненулевую массу. Как показано в

статье [252], киральная симметрия может быть восстановлена при плотностях

𝑛 ∼ 𝑀 3
W ∼ 1046 cm−3, что намного выше, чем можно ожидать в НЗ. Следо

вательно КМЭ для электронов, а также результаты работ [63, 65–68] вряд ли

применим в НЗ (см. также разд. 3.1 и работу [77]).

В работе [225] было найдено, что киральная симметрия может восстано
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виться для самых легких 𝑢 и 𝑑 кварков при плотностях соответствующий ядру

ГЗ или КЗ за счет эффектов КХД. Учитывая тот факт, что между 𝑢 и 𝑑 квар

ками действуют электрослабые силы нарушающие четность, можно заключить,

что применения методов в работах [63,65–68] к кварковому веществу в компакт

ной звезде оправдано.

Было получено, что в кварковом веществе затравочное магнитное поле

𝐵0 = 1012 G, типичное для молодого пульсара, усиливается до 𝐵sat ∼ (1014 −

1015)G, в зависимости от начальной температуры. Магнитные поля подобной

напряженности предсказываются в магнитарах [113–115]. Поэтому ГЗ/КЗ мо

жет стать магнитаром. Интересно отметить, что время роста магнитного поля

до 𝐵sat намного меньше, чем предсказывалось в работах [63, 65–68] для случая

НЗ. Это означает, что в разработанной модели сильные магнитные поля гене

рируются довольно быстро за время 𝑡sat порядка нескольких часов после того,

как звезда приходит в тепловое равновесие.

Поскольку найденное в разд. 3.3 и 3.4 время роста магнитного поля оказа

лось относительно небольшим, то генерация поля может происходить в более

ранние эпохи эволюции компактной звезды, когда эффекты турбулентности

в кварковом веществе могут играть важную роль. В разд. 3.5-3.7 была рас

смотрена эволюция магнитного поля в модели описанной в разд. 3.3 и 3.4 с

учетом влияния МГД-турбулентности (см. также работу [70]). МГД-турбулент

ность учитывалась путем моделирования скорости вещества с помощью силы

Лоренца в выражении (3.53) (см. также формулу (2.30) и работу [80]). Затем бы

ла выведена система уравнений эволюции для спектров плотности магнитной

спиральности и плотности магнитной энергии, а также для киральных дисба

лансов каждого типа кварков (см. уравнения (3.61)-(3.64)). В разделе 3.6, эта

система была решена численно с начальными условиями соответствующими

ГЗ/КЗ.

В разд. 3.7 было проанализировано применение полученных результатов

для интерпретации электромагнитного излучения от AXP и SGR. Было обна
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ружено, что при определенных начальных условиях эволюция во времени маг

нитного поля, полученная в рассматриваемой модели, напоминает различные

вспышки магнитаров: от быстрых всплесков до гигантских вспышек. Таким об

разом, мелкомасштабные магнитные поля, генерируемые в ядре звезды, могут

инициировать электромагнитную активность в магнитосфере компактной звез

ды, которая приводит к вспышкам, например, посредством механизма ТПВ

распространяющейся через кору звезды, который был недавно предложен в

работах [244, 245]. Следовательно, механизм генерации магнитного поля, обу

словленный электрослабым взаимодействием между фермионами, в результате

которого нарушается четность, может быть реализован в таких компактных

звездах.

Следует отметить, что генерация пиков на рис. 3.2 и 3.3 обусловлена МГД-

турбулентностью. Данная турбулентность становится существенной, когда маг

нитное поле приближается к своему максимальному значению, поскольку вклад

турбулентности квадратичен по спектрам ℎ(𝑘, 𝑡) и 𝜌B(𝑘, 𝑡) в уравнениях (3.54)

-(3.57). Следовательно, учитывая антикорреляцию температуры вещества и на

пряженности магнитного поля, упомянутую в разделе 3.5 (см. также статью [69]),

и формулу (З.18), получаем, что при этом длина свободного пробега кварков

становится сравнимой с пространственным масштабом магнитного поля. Следо

вательно, эффекты турбулентности останавливают рост магнитного поля, обу

словленного электрослабой поправкой к КМЭ. Эта особенность хорошо извест

на в теории турбулентности (см., например, книгу [238]). Поэтому описанный

процесс приводит к формированию пиков при эволюции магнитного поля, ко

торые видны на рис. 3.2(a)-3.2(c) и 3.3.

Альтернативная модель генерации сильных магнитных полей магнитаров,

которая применима, главным образом, в НЗ, была предложена в работе [253].

Он основана на МГД динамо усилении затравочного поля в турбулентной плаз

ме протонейтронной звезды. Турбулентность вещества создается за счет плот

ного потока нейтрино, испускаемого при взрыве СН. Максимальное магнитное
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поле может быть получено из идеи равнораспределения энергий магнитного

поля и турбулентного движения вещества. Тщательная оценка, сделанная в

работе [254], указывает на возможность создания магнитного поля с напряжен

ностью 𝐵 ∼ 1014 G. В принципе, такой напряженности поля достаточно, чтобы

объяснить вспышку магнитара (см. оценки в разд. 3.7). Однако подобное поле

создается в протонейтронной звезде, когда поток нейтрино значителен, т.е. это

поле может возникнуть в течение нескольких миллисекунд после взрыва СН.

В свою очередь, вспышки магнитаров наблюдаются на гораздо более поздних

этапах эволюции компактных звезд [113], когда звезда, скорее всего, находится

в тепловом равновесии. Таким образом, механизм предложенный в разд. 3.5-3.7

для описания генерации мелкомасштабных флуктуаций магнитного поля в вы

рожденном кварковом веществе, выглядит более приемлемым для объяснения

вспышек магнитаров.

Наконец, результат вычисления параметра ЧС в выражении (2.14) был

использован в разд. 3.8 для описания эволюции магнитного поля в ультраре

лятивистском вырожденном электронном газе в СН. В этом случае наблюдает

ся возможность роста магнитного поля за счет нейтринной асимметрии, при

чем магнитная диффузия оказывается несущественной. Несмотря на то, что

в разд. 3.8.2 была изучена лишь возможность такого усиления поля, данный

механизм вполне может быть реализован для объяснения сильных магнитных

полей магнитаров.
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Заключение

В диссертации было рассмотрено влияние внешних полей, включающих

сильное магнитное поле, на процесс осцилляций нейтрино, а также механизмы

генерации сильных магнитных полей в различных космологических и астрофи

зических средах. Основными результатами диссертации являются:

∙ Разработан формализм, основанный на релятивистской квантовой механи

ке, для описания флейвороных и спин-флейворных осцилляций нейтрино

в веществе под действием внешнего магнитного поля. Сформулирована и

решена начальная задача для системы флейворных нейтрино, учитываю

щая точные решения релятивистских волновых уравнений для массивных

нейтрино в соответствующих внешних полях. Воспроизведены результаты

квантовомеханического подхода для описания нейтринных осцилляций и

исследованы поправки к стандартному гамильтониану для спин-флейвор

ных осцилляций в магнитном поле. Общая постановка задачи позволила

описать осцилляции как дираковских так и майорановских нейтрино. В

случае майорановских нейтрино были также исследованы переходы меж

ду нейтрино и антинейтрино. В качестве приложений был рассмотрен ши

рокий класс внешних полей, что дало возможность описать осцилляции

дираковских и майорановских нейтрино в реальных астрофизических сре

дах, таких как расширяющаяся оболочка после взрыва СН.

∙ Описаны осцилляции между нейтрино и антинейтрино в фоновом веще

стве с использованием квантовой теории поля, при этом нейтрино рас

сматриваются как виртуальные частицы. Получена вероятность перехода

между состояниями нейтрино и антинейтрино, которые, в принципе, могут

принадлежать к различным флейворам. Полученный результат позволяет

рассмотреть влияние плотного ядерного вещества на (0𝜈2𝛽)-распад.

∙ Вычислен антисимметричный формфактор в поляризационном операто
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ре фотона в плазме из лептонов и антилептонов, которые электрослабо

взаимодействуют с 𝜈𝜈-газом. В данном вычислении точно учтены темпе

ратура и химический потенциал вещества, а также тепловые поправки

к массе лептонов и к закону дисперсии плазмонов в среде. Обнаруже

но, что полученный член ЧС отличен от нуля при наличии асимметрии

между нейтрино и антинейтрино. Выведенный член ЧС ответственен за

неустойчивость внешнего магнитного поля и приводит к росту поля. На

этой основе изучена генерация магнитных полей за счет нейтринной асим

метрии в ранней вселенной и при взрыве СН. Показано, что в этих случаях

можно ожидать значительного роста затравочного поля.

∙ Рассмотрено влияние асимметрий левых лептонов и хиггсовских бозонов,

а также сфалеронных переходов, на эволюцию гиперзарядовых полей в

ранней вселенной до ЭСФП. Используя этот результат, построены модели

лептогенезиса и бариогенезиса под действием гипермагнитного поля. Ис

следован вклад левых лептонов, а также затравочного гипермагнитного

поля, в генерацию БАВ.

∙ Получена поправка к КМЭ за счет электрослабого взаимодействия между

киральными заряженными фермионами, которая приводит к неустойчи

вости магнитного поля, что, в свою очередь может выражаться в росте

затравочного поля. Рассмотрев, в качестве примера, плотное кварковое

вещество с восстановленной киральной симметрией, была выведена си

стема уравнений для описания эволюции магнитных полей и киральных

дисбалансов. Показано, что затравочное магнитное поле в подобной систе

ме может быть усилено на 2-3 порядка. На этой основе построена модель

генерации сильных крупномасштабных магнитных полей в кварковом ве

ществе соответствующем компактным звездам. В рамках данной модели

показано, что характеристики генерируемых полей близки к предсказы

ваемым в магнитарах.
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∙ Исследована роль массы заряженных фермионов на возникновение КМЭ

в присутствии электрослабого взаимодействия с фоновым веществом. Ис

пользуя метод точных решений волнового уравнения в присутствии внеш

них полей, а также вычисление антисимметричного вклада в поляризаци

онный оператор фотона, показано, что ненулевая масса фермионов ниве

лирует появление КМЭ. Выдвинуто предположение, что данный резуль

тат связан с нарушением киральной симметрии.

∙ Рассмотрено влияние МГД-турбулентности на эволюцию магнитного по

ля в релятивистской плазме. На основе полной нелинейной системы МГД

уравнений, включающей также вклад КМЭ, были получены замкнутые

уравнения для описания эволюции магнитного поля с учетом КМЭ и МГД

турбулентности. Обнаружено, что данный вид турбулентности не может

приводить к усилению затравочного поля, в противоположность КМЭ.

Рассмотрев, наряду с МГД-турбулентностью, вклады КМЭ и электросла

бого взаимодействия между кварками в плотном веществе компактной

звезды, была построена модель для описания вспышек магнитаров вы

званных флуктуациями мелкомасштабного магнитного поля внутри ком

пактной звезды.
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Приложение А

Решение обыкновенных дифференциальных

уравнений для функций 𝑎
(𝜁)
𝑎

В этом приложении приводится формализм для анализа обыкновенных

дифференциальных уравнений для функций 𝑎(𝜁)𝑎 которые встречаются в разд. 1.2

и 1.3.

Рассмотрим эволюцию во времени двухкомпонентного спинора ZT = (𝑍1, 𝑍2),

которая определяется уравнением Шредингера в форме,

iŻ = 𝐻Z, (А.1)

где гамильтониан имеет следующий вид:

𝐻 = 𝑔

⎛⎝ 0 𝑒i𝜔𝑡

𝑒−i𝜔𝑡 0

⎞⎠ . (А.2)

Здесь 𝑔 и 𝜔 являются действительными параметрами. Уравнение (А.1) долж

но быть дополнено начальным условием Z(0). Чтобы найти решение уравне

ний (А.1) и (А.2) рассмотрим новый спинор Z′ определяемый соотношением,

Z = 𝒰Z′, где унитарная матрица 𝒰 имеет вид,

𝒰 =

⎛⎝𝑒i𝜔𝑡/2 0

0 𝑒−i𝜔𝑡/2

⎞⎠ . (А.3)

Теперь уравнение (А.1) переписывается следующим образом:

iŻ′ = 𝐻 ′Z′, (А.4)

с новым гамильтонианом 𝐻 ′, явный вид которого получается с помощью фор

мул (А.1)-(А.3),

𝐻 ′ = 𝒰 †𝐻𝒰 − i𝒰 †�̇� =

⎛⎝𝜔/2 𝑔

𝑔 −𝜔/2

⎞⎠ . (А.5)
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Заметим, что начальное условие для спинора Z′(0) является тем же, что и для

Z(0), Z′(0) = Z(0), из-за особой формы матрицы 𝒰 в формуле (А.3).

Предполагая, что гамильтониан 𝐻 ′ в уравнениях (А.4) и (А.5) не зависит

от времени, получаем решение уравнения (А.4) в виде,

Z′(𝑡) = exp (−i𝐻 ′𝑡)Z′(0) = (cos𝛺𝑡− i(𝜎n) sin𝛺𝑡)Z′(0), (А.6)

где n = (𝑔, 0, 𝜔/2)/𝛺 – единичный вектор, а 𝛺 =
√︀
𝑔2 + (𝜔/2)2. Используя

формулы (А.3), и (А.6) приходим к выражениям для компонент спинора Z,

записанным с использованием начального условия Z(0):

𝑍1(𝑡) =
(︁
cos𝛺𝑡− i

𝜔

2𝛺
sin𝛺𝑡

)︁
𝑒i𝜔𝑡/2𝑍1(0)− i

𝑔

𝛺
sin(𝛺𝑡)𝑒i𝜔𝑡/2𝑍2(0),

𝑍2(𝑡) =
(︁
cos𝛺𝑡+ i

𝜔

2𝛺
sin𝛺𝑡

)︁
𝑒−i𝜔𝑡/2𝑍2(0)− i

𝑔

𝛺
sin(𝛺𝑡)𝑒−i𝜔𝑡/2𝑍1(0), (А.7)

которые могут быть непосредственно применены для анализа обыкновенных

дифференциальных уравнений в разд. 1.2 и 1.3.

Чтобы получить решение уравнения (1.33), сопоставим компоненты спино

ра Z с 𝑎−1,2, а параметр 𝜔 с 𝜔− (см. разд. 1.2), что позволяет получить форму

лу (1.34). Также можно применить соотношение (А.7), чтобы получить решение

уравнения (1.53). Для в этой цели рассмотрим два случая:

∙ Для ZT = (𝑎+1 , 𝑎
+
2 ), 𝑔 = −𝜇𝐵, 𝜔 = 𝜔+ и 𝛺 = Ω+;

∙ Для ZT = (𝑎−1 , 𝑎
−
2 ), 𝑔 = 𝜇𝐵, 𝜔 = 𝜔− и 𝛺 = Ω−.

Используя эти формулы вместе с выражениями (А.7), приходим к формулам

(1.54)-(1.56). Заметим, что динамика системы (А.1) и (А.2) аналогична к кван

товомеханическому описанию спин-флейворных осцилляций нейтрино во вра

щающемся магнитном поле, изученных в работах [255,256].
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Приложение Б

Анализ приближений, сделанных при выводе

эффективного гамильтониана

В этом приложении будет проанализирована справедливость подхода ос

нованного на релятивистской квантовой механике для описания спин-флейвор

ных осцилляций нейтрино, рассмотренных в разд. 1.4. Поправка к эффектив

ному гамильтониану (1.82) является довольно небольшой величиной. Поэтому

необходимо оценить другие факторы, которые также могут давать вклады в

эффективный гамильтониан, сопоставимые с формулой (1.82). В этом разделе

будут проанализированы вклады в эффективный гамильтониан от продольного

магнитного поля, поляризации вещества, а также возможные поправки за счет

новых взаимодействий.

Прежде всего следует напомнить, что использование подхода основанного

на релятивистской квантовой механике подразумевает, что внешние поля не за

висят от пространственных координат. Если внешние поля зависят от простран

ственных координат, то строгое описание дираковских волновых пакетов ведет

к различным дополнительным явлениям, таким как рождение частиц внешним

неоднородным полем [257]. Для того, чтобы приближение пространственно од

нородных внешних полей было справедливым, характерный пространственный

масштаб изменения внешнего поля 𝐿ext должен быть намного больше, чем комп

тоновская длина волны нейтрино [257]: 𝐿ext ≫ 𝜆C = ~/𝑚𝜈𝑐 [139]. Для нейтрино

с массой 𝑚𝜈 ∼ 1 eV это условие дает 𝐿ext ≫ 10−5 cm, что выполняется почти

для всех реальных внешних полей.

Следует сделать общее замечание о «пертурбативном» подходе, исполь

зуемом в разд. 1.4. В модифицированном уравнении (1.31), которое включает

взаимодействие с магнитным полем, члены, содержащие 𝑎±𝑎 и 𝑎∓𝑎 связаны, а кон

станты связи пропорциональны 𝑔 и 𝜇𝐵 (1.73). Поскольку в разд. 1.1 показано,
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что в вакууме массовые собственные состояния расцепляются, то их значения

в последующие моменты времени целиком определяются начальным услови

ем. При решении модифицированного уравнения (1.31), можно было бы просто

учесть члены линейные по 𝑔 и 𝜇𝐵 (см., например, уравнение (1.61), а также

работы [51, 53]. Однако данные вклады учитываются точно при дальнейшем

рассмотрении (см. уравнения (1.72) и (1.75)). Это эквивалентно суммированию

всех членов ряда теории возмущений.

При выводе эффективного гамильтониана (1.75) в разд. 1.4 предполагает

ся, что магнитное поле является поперечным относительно движения нейтри

но. Влияние продольного магнитного поле на осцилляции нейтрино было изу

чено в работе [147], в которой было обнаружено, что диагональные элементы

эффективного гамильтониана получают дополнительные небольшие поправки

𝜇𝑎𝐵‖(𝑚𝑎/𝑘). Чтобы пренебречь вкладом продольного магнитного поля по срав

нению с поправкой в формуле (1.82), его напряженность должна удовлетворять

соотношению,

𝐵‖

𝐵⊥
≪ 1

16𝑘𝐵⊥|𝜇𝑎𝑚𝑎 − 𝜇𝑏𝑚𝑏|

⃒⃒⃒⃒
𝑚2

𝑎𝑔
3
𝑎

ℳ2
𝑎

− 𝑚2
𝑏𝑔

3
𝑏

ℳ2
𝑏

⃒⃒⃒⃒
, (Б.1)

где 𝐵⊥ – поперечная компонента магнитного поля.

Известно, что магнитное поле протонейтронной звезды обычно имеет по

лоидальную и тороидальную компоненты. Конечно, при этом не исключается

наличие также и нерегулярного турбулентного магнитного поля, но оно, по

видимому, является мелкомасштабным. Тороидальное магнитное поле может

иметь напряженность ∼ 1016 G и быть сосредоточенным вблизи экватора звез

ды на расстоянии ∼ 10 km от центра [258]. Таким образом, в рассматриваемом

случае тороидальное магнитное поле вряд ли будет в значительной степени

влиять на динамику осцилляций нейтрино.

Оценим долю нейтрино, для которой новая новая поправка (1.82) в эф

фективный гамильтониан дает бóльший вклад в резонансное усиление осцилля

ций по сравнению с продольной составляющей полоидального магнитного поля.
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Используя формулу (Б.1), находим, что такие нейтрино должны испускаться

вблизи экваториальной плоскости внутрь телесного угла с углом раствора 2𝜗,

где 𝜗 ∼ 𝐵‖/𝐵⊥. Предполагая радиально-симметричное испускание нейтрино,

получаем, что около 10% от общего потока нейтрино подвержено влиянию но

вого резонанса (1.96), т.е. продольное магнитное поле оказывает пренебрежимо

малое воздействие на осцилляции таких частиц.

Следующим важным приближением, сделанным при выводе уравнения

(1.75), было пренебрежение поляризацией вещества, которое может быть невер

ным, если изучаются довольно сильные магнитные поля. Влияние поляризации

вещества на осцилляции нейтрино ранее обсуждалось в работах [139–141, 259].

Поляризация вещества дает следующие вклады в диагональные элементы эф

фективного гамильтониана [139–141]: 𝑔𝑎(𝜆𝑓 ·𝛽𝜈) (для лево-поляризованных ней

трино) и 𝑔𝑎(𝜆𝑓 ·𝛽𝜈)(𝑚𝑎/𝑘) (для право-поляризованных нейтрино), где 𝛽𝜈 – ско

рость нейтрино, а 𝜆𝑓 – средний вектор поляризации фоновых фермионов. Здесь

удерживается только главный порядок по 𝑚𝑎/𝑘.

Сначала оценим вклад для право-поляризованных нейтрино. При этом бу

дем учитывать только поляризацию электронов, т.к. нуклоны гораздо тяжелее.

Для слабо вырожденных электронов необходимо обсудить предел слабого по

ля (см. работу [259]), т.к. 2𝑒𝐵/𝑚2
𝑒 ∼ 10−8 ≪ 1, где 𝑚𝑒 – масса электрона, а

𝐵 ∼ 107 G. Поскольку температура внутри области ударной волны может быть

в районе нескольких MeV [260], электроны являются релятивистскими. Отсюда

их среднюю поляризацию можно оценить как |𝜆𝑓 | ∼ 𝜇B𝐵𝑚𝑒/3𝑇
2
𝑒 , где 𝑇𝑒 – тем

пература электронов. Поэтому получаем, что новая поправка к эффективному

гамильтониану (1.82) становится больше, чем вклад поляризации вещества в

эффективный потенциал право-поляризованных нейтрино при 𝑇𝑒 > 4MeV.

Для оценки вклада 𝑔𝑎(𝜆𝑓 ·𝛽𝜈) в эффективный гамильтониан, который соот

ветствует эффективному потенциалу лево-поляризованных нейтрино, заметим,

что вектор 𝜆𝑓 должен быть направлен вдоль внешнего магнитного поля. Для

того, чтобы этот вклад был много меньше, чем новая поправка к эффективному
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гамильтониану (1.82), угол 𝜗 определенный выше, должен быть очень малым:

𝜗≪ 10−8, для 𝑇𝑒 ∼ 4MeV. Это означает, что можно пренебречь поляризацион

ными эффектами, только если нейтрино испускаются очень близко к экватору

звезды. Следует, однако, напомнить, что поляризация вещества такого вида вно

сит вклад только в (𝐻𝑄𝑀)22 в формуле (1.81), поскольку только этот элемент

соответствует 𝜈L𝑒 . Таким образом, наличие члена 𝑔𝑎(𝜆𝑓 ·𝛽𝜈) не влияет непосред

ственно на результаты разд. 1.5, т.к. там изучается канал осцилляций 𝜈R𝑒 ↔ 𝜈L𝑠

(см. также таблицу 1.1).

Наличие у дираковских нейтрино больших магнитных моментов подразу

мевает то, что они возникают за счет новых взаимодействий, выходящих за

рамки СМ, которые обуславливают электромагнитную связь пары левых и пра

вых нейтрино. Весьма вероятно, что подобные новые взаимодействия также

дают вклад в эффективный потенциал взаимодействия право-поляризованных

нейтрино с фоновым веществом. Несмотря на то, что данный дополнительный

эффективный потенциал, вероятно, будет небольшим, его следует оценить и

сравнить с поправкой (1.82).

Наиболее общий вид взаимодействия инвариантного относительно калиб

ровочных преобразований группы SU(2)L × U(1)Y, которое генерирует магнит

ные моменты дираковских нейтрино, обсуждался в работе [261]. При этом было

обнаружено, что магнитные моменты нейтрино возникают из эффективного

лагранжиана, содержащего операторы 𝒪𝑗 размерности 𝑛 = 6,

ℒeff =
∑︁
𝑗

𝐶𝑗

Λ2
𝒪𝑗 + h.c., (Б.2)

где Λ ∼ 1TeV – масштаб энергий возникновения новой физики, а 𝐶𝑗 – эффек

тивные константы связи операторов. Сумма в формуле (Б.2) распространяется

на все операторы заданной размерности.

Один из операторов 𝒪𝑗 также может давать вклад в эффективный потен

циал правого нейтрино в веществе,

𝒪 = 𝜅�̄�𝜏𝑎𝜑𝜎
𝜇𝜈𝜈R𝑊

𝑎
𝜇𝜈, (Б.3)
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где 𝜅 – константа связи, 𝜏𝑎 – матрицы Паули, 𝐿T = (𝜈L, 𝑒L) – изодублет отно

сительно SU(2)L-преобразований, 𝜑 = i𝜏2𝜑
*, 𝜑 – хиггсовский бозон, а 𝑊 𝑎

𝜇𝜈 =

𝜕𝜇𝑊
𝑎
𝜈 −𝜕𝜈𝑊

𝑎
𝜇 −𝜅𝜖𝑎𝑏𝑐𝑊

𝑏
𝜇𝑊

𝑐
𝜈 – тензор напряженности SU(2)L-калибровочного по

ля.

Предполагая, что спонтанное нарушение симметрии происходит на элек

трослабом масштабе энергий, 𝜑T → (0, 𝑣/
√
2), можно переписать лагранжи

ан (Б.2) в виде,

ℒeff =
𝐶𝜅𝑣√

2
𝑒L𝜎

𝜇𝜈𝜈R(𝑊
1
𝜇𝜈 − i𝑊 2

𝜇𝜈) + h.c., (Б.4)

который означает, что процесс 𝑒− + 𝜈R → 𝑒− + 𝜈L должен происходить при

наличии фонового вещества.

Используя результаты работы [261], можно оценить вклад лагранжиана (Б.4)

в эффективный гамильтониан (1.81) как

𝛿𝑉R ∼ 𝑉sm

(︂
𝜇𝜈
𝜇B

)︂2(︂
𝐸𝜈

𝑚𝑒

)︂2 |𝜅|2

𝐺F𝑀 2
𝑊

, (Б.5)

где 𝑉sm ∼ 𝐺F𝑛𝑒 – эффективный потенциал вычисленный в рамках СМ, а 𝑀𝑊

– масса 𝑊 бозона. Полагая 𝜇𝜈 ∼ 10−12𝜇B, 𝐸𝜈 ∼ 100MeV и 𝑚𝜈 ∼ 1 eV (см.

разд. 1.6), можно получить, что отношение поправки к эффективному потенци

алу (Б.5) и новой поправке (1.82) составляет ∼ 10−4. Это означает, что влияние

новых взаимодействий, генерирующих магнитные моменты нейтрино, не важно

при рассмотрении спин-флейворных осцилляций нейтрино.

Оценим теперь влияние диагональных магнитных моментов 𝜇𝑎 на динами

ку спин-флейворных осцилляций. В работе [159] было обнаружено, что для по

лучения значительной 𝜈R𝑒 -светимости ∼ 1050 erg / s, диагональный магнитный

момент должен быть 𝜇𝜈𝑒 = 10−13 𝜇B. Формула (1.96) была получена в предпо

ложении 𝜇𝜈𝑒 ≪ 𝜇. В формуле (1.98) считалось, что 𝜇 = 3 × 10−12 𝜇B, т.е. усло

вие справедливости соотношения (1.96) удовлетворяется. На рис. Б.1 приведено

численное решение уравнения Шредингера (1.75). Напомним, что в рассматри

ваемой упрощенной модели, в которой 𝜇𝜈𝑒 = 0, вероятность перехода равна

𝑃 (𝑥) = sin2(𝜇𝐵𝑥), если выполняется резонансное условие (1.96). Как можно
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Рис. Б.1. Вероятность перехода на основе численного решения уравнения эволюции для

нейтрино с 𝜇 = 3× 10−12 𝜇B, 𝜇𝜈𝑒 = 10−13 𝜇B, 𝐸 = 100MeV, 𝑚𝜈𝑒 = 1 eV и 𝛿𝑚2 = 5× 10−17 eV2,

движущегося в среде с 𝜌 = 106 g/cm3 и взаимодействующего с магнитным полем 𝐵 = 107G.

видеть на рис. Б.1 почти нет разницы в динамике спин-флейворных осцилля

ций в рассматриваемой упрощенной модели и более реалистической ситуации,

которая включает ненулевой диагональный магнитный момент электронного

нейтрино.
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Приложение В

Вычисление элемента 𝑆-матрицы

В данном приложении приведен подробный расчет элемента 𝑆-матрицы ис

пользуемого в разд. 1.10. Отметим, что аналогичное вычисление для случая вир

туальных нейтрино, распространяющихся в вакууме, т.е. когда матрица (𝑓𝜇𝜆𝜆′)

отсутствует в уравнении (1.130), впервые было выполнено в работе [41].

Используя формулы (1.134)-(1.136), а также после интегрирования по про

странству и устранения комбинаторных множителей, можно переписать соот

ношение (1.132) в виде,

𝑆 =
𝐺2

F

𝒱
√︀
𝐸𝛼𝐸𝛽

∫︁
d𝑥0d𝑦0𝑒

ip𝛽x1−ip𝛼x2𝑒i𝐸𝛼𝑥0−i𝐸𝛽𝑦0

× �̄�(𝑝𝛼)𝛾
0𝑃R𝑆𝑎(L, 𝑥0 − 𝑦0)𝑃R𝛾

0𝑢(𝑝𝛽), (В.1)

где используется тот факт, что 𝑢T(−𝑝𝛼)𝐶 = �̄�(𝑝𝛼). Интегрирование по 𝑥0 и 𝑦0

может быть выполнено с использованием новых переменных: 𝑇 = (𝑥0+ 𝑦0)/2 и

𝑡 = 𝑥0 − 𝑦0. После этого интегрирования получается 𝛿-функция соответствую

щая закону сохранения энергии в формуле (1.137).

Преобразование Фурье пропагатора нейтрино 𝑆𝑎(𝑥) в формуле (В.1) было

найдено в работе [262] и имеет вид,

𝑆𝑎(𝑘) =
(𝑘2 −𝑚2

𝑎 − 𝑔2𝑎 − 2i𝜎𝜇𝜈𝛾
5𝑔𝜇𝑎𝑘

𝜈)(𝛾𝜇𝑘𝜇 +𝑚+ 𝛾𝜇𝛾
5𝑔𝜇𝑎 )

(𝑘2 −𝑚2 − 𝑔2𝑎)
2 − 4(𝑔𝑎𝑘)2 + 4𝑘2𝑔2𝑎

, (В.2)

где 𝑔𝜇𝑎 ≡ 𝑔𝜇𝑎𝑎 – диагональные элементы матрицы (𝑔𝜇𝑎𝑏) (см. формулу (1.25)).

В случае неподвижного и неполяризованного вещества интегрирование по

импульсу в формуле (В.1) может быть выполнено с использованием теоремы о

вычетах. Наконец, приходим к следующему результату:∫︁
𝑒ikL

d3k

(2𝜋)3
𝑝2𝑎 − 𝑔2𝑎/4− k2 − 𝑔𝑎(𝛼k)

(k2 − 𝑘21)(k
2 − 𝑘22)

(1− 𝛾5) ≈ − 𝐹𝑎

4𝜋𝐿
, (В.3)

где 𝐹𝑎 определяется в формуле (1.138). В соотношении (В.3) отброшены несколь

ко малых членов порядка 𝑘1,2𝐿≫ 1.

208



(a)

(b) (c)

Рис. В.1. Контуры интегрирования для каждого из интегралов в формуле (В.5). Панель (a)

соответствует 𝐽𝑎, (b) – 𝐽𝑏, а (c) – 𝐽𝑐.

Удобно проинтегрировать по импульсам в формуле (В.3) используя цилин

дрические координаты, направив ось 𝑧 вдоль вектора L. Заметим, что интеграл

по 𝑘𝜑 тривиален и дает 2𝜋, т.к. члены в подынтегральном выражении содержа

щее 𝑘𝜑 обращаются в ноль (см. также формулу (В.2)). Таким образом, конечный

результат интегрирования по k может быть представлен в форме,∫︁
d2k

(2𝜋)2
𝐹 (𝑘𝜌, 𝑘𝑧)

(k2 − 𝑘21)(k
2 − 𝑘22)

= 𝐽𝑎 + 𝐽𝑏 + 𝐽𝑐, (В.4)

где d2k = 𝑘𝜌d𝑘𝜌d𝑘𝑧, а

𝐽𝑎 =

∫︁ 𝑘2

0

𝑘𝜌d𝑘𝜌
(2𝜋)2

∫︁ +∞

−∞
d𝑘𝑧

𝐹 (𝑘𝜌, 𝑘𝑧)

(𝑘2𝑧 − 𝑘′2𝑧1)(𝑘
2
𝑧 − 𝑘′2𝑧2)

,

𝐽𝑏 =

∫︁ 𝑘1

𝑘2

𝑘𝜌d𝑘𝜌
(2𝜋)2

∫︁ +∞

−∞
d𝑘𝑧

𝐹 (𝑘𝜌, 𝑘𝑧)

(𝑘2𝑧 − 𝑘′2𝑧1)(𝑘
2
𝑧 + 𝑘′′2𝑧2)

𝐽𝑐 =

∫︁ +∞

𝑘1

𝑘𝜌d𝑘𝜌
(2𝜋)2

∫︁ +∞

−∞
d𝑘𝑧

𝐹 (𝑘𝜌, 𝑘𝑧)

(𝑘2𝑧 + 𝑘′′2𝑧1)(𝑘
2
𝑧 + 𝑘′′2𝑧2)

. (В.5)

Здесь используются следующие обозначения: 𝑘′𝑧1,2 =
√︁
𝑘21,2 − 𝑘2𝜌 и 𝑘′′𝑧1,2 =√︁

𝑘2𝜌 − 𝑘21,2. Контуры интегрирования для каждого из выражений в формуле (В.5)

показаны на рис. В.1.
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Приложение Г

Пропагатор заряженного лептона,

взаимодействующего с нейтринным газом

В этом приложении кратко описано взаимодействие заряженных лептонов

и нейтрино в рамках теории Ферми. Затем получен точный пропагатор заря

женного лептона в присутствии газа из нейтрино и антинейтрино.

Эволюция заряженного лептона 𝑙, представленного биспинором 𝜓, взаимо

действующего с 𝜈𝜈-газом, описывается следующим уравнением Дирака [58,263]:

[i𝛾𝜇𝜕𝜇 − 𝛾𝜇 (𝑓
𝜇
L𝑃L + 𝑓𝜇R𝑃R)−𝑚]𝜓 = 0, (Г.1)

где 𝑚 – масса лептона 𝑙. Уравнение (Г.1) получено путем усреднения 𝑙𝜈-взаимо-

действия по ансамблю нейтрино, причем вклад нейтрино представлен в виде

внешних макроскопических токов 𝑓𝜇L,R = (𝑓 0L,R, fL,R). Чтобы найти явный вид

𝑓𝜇L,R, рассмотрим фоновое вещество, состоящее из 𝜈𝛼𝜈𝛼-газа, 𝛼 = 𝑒, 𝜇, 𝜏 , и иден

тифицируем 𝑙 с электроном. Эффективный лагранжиан для 𝜈𝑒-взаимодействия

имеет вид [264],

ℒeff = −
√
2𝐺F

∑︁
𝛼

𝜈𝛼𝛾
𝜇(1− 𝛾5)𝜈𝛼 · 𝜓𝛾𝜇

(︁
𝑎
(𝛼)
L 𝑃L + 𝑎

(𝛼)
R 𝑃R

)︁
𝜓, (Г.2)

а

𝑎
(𝛼)
L = 𝛿𝛼,𝑒 + sin2 𝜃W − 1/2, 𝑎

(𝛼)
R = sin2 𝜃W. (Г.3)

Символ 𝛿𝑒,𝛼 в формуле (Г.3) равен единице, если 𝛼 = 𝑒 и нулю в противном

случае. Чтобы вывести соотношение (Г.2), используется преобразование Фурье

и учитывается, что 𝜓 и 𝜈𝛼 являются антикоммутирующими операторными спи

норами.

Для приложений выше вычисляется Π2 в случае изотропного 𝜈𝜈-газа. Это

означает, что при усреднении по ансамблю нейтрино единственной ненулевой
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величиной является ⟨𝜈𝛼𝛾0(1−𝛾5)𝜈𝛼⟩. В настоящее время считается, что нейтри

но обладают ненулевыми массами, приводящими к наблюдаемым нейтринным

осцилляциям в многочисленных экспериментах. В разд. 2.3, где обсуждаются

приложения полученных результатов, для простоты рассмотрен случай 𝜈𝜈-газа,

состоящего из безмассовых нейтрино, пренебрегая влиянием осцилляций ней

трино на генерацию магнитного поля. В этой ситуации ⟨𝜈𝛼𝛾0(1−𝛾5)𝜈𝛼⟩ = 2Δ𝑛𝜈𝛼,

где Δ𝑛𝜈𝛼 = 𝑛𝜈𝛼 − 𝑛𝜈𝛼, а

𝑛𝜈𝛼,𝜈𝛼 =

∫︁
d3𝑝

(2𝜋)3

[︂
exp

(︂
|p| ∓ 𝜇𝜈𝛼
𝑇𝜈𝛼

)︂
+ 1

]︂−1

, (Г.4)

представляют из себя концентрации нейтрино и антинейтрино. В формуле (Г.4),

𝑇𝜈𝛼 и 𝜇𝜈𝛼 – температура и химический потенциал 𝛼 компоненты 𝜈𝜈-газа. Исполь

зуя соотношения (Г.1)-(Г.4), получаем, что fL,R = 0 и

𝑓 0L =2
√
2𝐺F

[︃
Δ𝑛𝜈𝑒 + (sin2 𝜃W − 1/2)

∑︁
𝛼

Δ𝑛𝜈𝛼

]︃
,

𝑓 0R =2
√
2𝐺F sin

2 𝜃W
∑︁
𝛼

Δ𝑛𝜈𝛼. (Г.5)

Основываясь на уравнении (Г.1), получаем, что Фурье образ функции Гри

на 𝑆(𝑥) =
∫︀

d4𝑝
(2𝜋)4𝑒

−i𝑝𝑥𝑆(𝑝) соответствующей полю 𝜓 удовлетворяет уравнению,

[𝛾𝜇𝑝𝜇 − 𝛾𝜇 (𝑓
𝜇
L𝑃L + 𝑓𝜇R𝑃R)−𝑚]𝑆(𝑝) = 1. (Г.6)

Используя результаты работы [58,263], можно получить выражение для 𝑆(𝑝),

𝑆(𝑝) =

[︁
𝑃 2 −𝑚2 − (𝑓L − 𝑓R)

2/4 + i𝜎𝛼𝛽𝛾
5𝑃 𝛼(𝑓𝛽L − 𝑓𝛽R)

]︁
[𝑃 2 −𝑚2 − (𝑓L − 𝑓R)2/4]

2 + [𝑃 2(𝑓L − 𝑓R)2 − (𝑓𝜇L − 𝑓𝜇R · 𝑃𝜇)2]

×
[︀
𝛾𝜇𝑃

𝜇 +𝑚+ 𝛾𝜇𝛾
5(𝑓𝜇L − 𝑓𝜇R)/2

]︀
, (Г.7)

где 𝑃 𝜇 = 𝑝𝜇 − (𝑓𝜇L + 𝑓𝜇R)/2 – канонический импульс, а 𝜎𝜇𝜈 = i
2 [𝛾𝜇, 𝛾𝜈]−.

Заметим, что знаменатель 𝒟 у функции Грина в формуле (Г.7) являет

ся многочленом четвертого порядка относительно 𝑝0. В общем случае уравне

ние 𝒟 = 0 имеет четыре разных корня 𝑝01,...,4, которые определяют полюсы 𝑆.
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Функция Грина в уравнении (Г.7) соответствует пропагатору, если стандартным

образом обходить эти полюсы в комплексной плоскости: к положительным кор

ням должна быть добавлена бесконечно малая мнимая часть −i0, тогда как

отрицательные корни получают добавку вида +i0.

Удобно разложить 𝑆 в ряд 𝑆 = 𝑆0 + 𝑆1 + · · · , и сохранить только члены,

линейные по 𝑓𝜇L,R, которые содержат 𝛾5 поскольку только они ответственны за

нарушение четности. В явном виде 𝑆0 и 𝑆1 имеют форму,

𝑆0 =
𝛾𝜇𝑃𝜇 +𝑚

𝑃 2 −𝑚2
,

𝑆1 =
1

𝑃 2 −𝑚2

[︃
i𝜎𝛼𝛽𝛾

5𝑃 𝛼(𝑓𝛽L − 𝑓𝛽R)(𝛾
𝜇𝑃𝜇 +𝑚)

𝑃 2 −𝑚2
+

1

2
𝛾𝜇𝛾

5(𝑓𝜇L − 𝑓𝜇R)

]︃
, (Г.8)

где следует учитывать, что в знаменателях 𝑚2 → 𝑚2 − i0.
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Приложение Д

Общая система уравнений эволюции для

спектров плотности спиральности и плотности

магнитной энергии

Данная система выводится для случая спиральных магнитных полей в

ранней вселенной, исходя из уравнения Фарадея (2.18), чтобы показать, как

его решение в формуле (3.71) можно получить для магнитного поля с мак

симальной спиральностью. Аналогичная система может быть получена и для

случая магнитных полей в СН. Магнитная спиральность 𝐻 = ∫ d3𝑥(A ·B) явля

ется сохраняющейся величиной в плазме современной вселенной в отсутствии

вязкости. Соответствующий закон сохранения d𝐻/d𝑡 = 0 в идеальной плазме

(𝜎cond → ∞) серьезно ограничивает генерацию магнитного поля за счет процес

са динамо, а также его дальнейшую эволюцию.

Умножая уравнение (2.18) на соответствующий векторный потенциал и

добавляя аналогичное выражение следующее из уравнения эволюции для век

торного потенциала умноженное на магнитное поле, после интегрирования по

пространству получаем уравнение эволюции для магнитной спиральности 𝐻 =

∫ d3𝑥(A ·B),

d𝐻

d𝑡
=− 2

∫︁
𝑉

(E ·B)d3𝑥−
∮︁

[𝐴0B+ E×A]d2𝑆

= −2𝛽(𝑡)

∫︁
d3𝑥(∇×B) ·B+ 2𝛼(𝑡)

∫︁
d3𝑥𝐵2(𝑡), (Д.1)

где 𝛼 задается формулой (2.19), 𝛽 = (𝜎cond)
−1 – коэффициент магнитной диф

фузии, определяемый проводимостью плазмы 𝜎cond. Заметим, что вместо 𝜂 =

(𝜎cond)
−1, используемого выше в разд. 2.3, здесь изменено обозначение чтобы

не путать его с устоявшимся выражением для конформного времени (см. ни

же). Поверхностный интеграл
∮︀
(. . . ) был опущен в последней строке в форму
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ле (Д.1), так как электромагнитные поля исчезают на бесконечности. Удобно

перейти к конформным переменным используя конформное время 𝜂 = 𝑀0/𝑇 ,

а 𝑀0 задано в разд. 2.3.2.

В метрике Фридмана-Робертсона-Уокера d𝑠2 = 𝑎2(𝜂)(d𝜂2−dx̃2), используя

определения 𝑎 = 𝑇−1, где 𝑎0 = 1 при данной температуре 𝑇now и d𝜂 = d𝑡/𝑎(𝑡),

вводим следующие обозначения: 𝑘 = 𝑘𝑎 = const – конформный импульс, опре

деляющий красное смещение по отношению к физическому, 𝑘 ∼ 𝑇 = 𝑇now[1+𝑧],

Π̃2(𝜂) = 𝑎Π2 = Π2/𝑇 – безразмерное слагаемое ЧС в поляризационном опера

торе, пропорциональное асимметрии нейтрино Δ𝑛𝜈 и меняющееся со временем,

B̃ = 𝑎2B и Ã = 𝑎A – конформные безразмерные аналоги магнитного поля и

векторного потенциала.

Целесообразно переписать выражение (Д.1) используя конформные коор

динаты x̃ = x/𝑎 для Фурье образа плотности спиральности, ℎ̃(𝜂) ≡ ∫(Ã ·

B̃)d3𝑥/𝑉 = ∫ d𝑘ℎ̃(𝑘, 𝜂) и плотности магнитной энергии 𝜌B(𝜂) = �̃�2(𝜂)/2 =

∫ d𝑘𝜌B(𝑘, 𝜂), определенные через их спектры,

ℎ̃(𝑘, 𝜂) =
𝑘2𝑎3

2𝜋2𝑉
Ã(𝑘, 𝜂) · B̃*(𝑘, 𝜂),

𝜌B(𝑘, 𝜂) =
𝑘2𝑎3

4𝜋2𝑉
B̃(𝑘, 𝜂) · B̃*(𝑘, 𝜂). (Д.2)

Полученные выражения позволяют вычислить интегралы ∫ d3𝑥(...)/𝑉 в фор

муле (Д.1), а также в уравнении Фарадея (2.28), которое должно быть умно

жено на B* и сложено с комплексно сопряженным произведением B𝜕𝑡B
* =

𝛼B(∇×B*)+𝛽B∇2B*, чтобы получить выражение 𝜕𝑡𝜌𝐵 = 𝜕𝑡(B
*B)/2, а затем

вывести уравнение эволюции для спектров плотности магнитной спиральности

и плотности магнитной энергии.

Общая система уравнений эволюции для спектров плотности спиральности

ℎ̃(𝑘, 𝜂) и плотности энергии 𝜌B(𝑘, 𝜂), удовлетворяющая неравенству 𝜌B(𝑘, 𝜂) ≥
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𝑘ℎ̃(𝑘, 𝜂)/2 [194], имеет следующий вид в конформных переменных:

dℎ̃(𝑘, 𝜂)

d𝜂
= −2𝑘2

𝜎𝑐
ℎ̃(𝑘, 𝜂) +

(︃
4Π̃2

𝜎𝑐

)︃
𝜌B(𝑘, 𝜂)

d𝜌B(𝑘, 𝜂)

d𝜂
= −2𝑘2

𝜎𝑐
𝜌B(𝑘, 𝜂) +

(︃
Π̃2

𝜎𝑐

)︃
𝑘2ℎ̃(𝑘, 𝜂), (Д.3)

где 𝜎𝑐 = 𝜎cond𝑎 = 𝜎cond/𝑇 ≈ 100 – безразмерная проводимость плазмы, а Π2 –

член ЧС в поляризационном операторе, задаваемый уравнением (2.14).

Для частного случая максимальной спиральности

ℎ̃(𝑘, 𝜂) = 2𝜌B(𝑘, 𝜂)/𝑘, (Д.4)

система в выражении (Д.3) преобразуется в одно уравнение,

dℎ̃(𝑘, 𝜂)

d𝜂
= −2𝑘2ℎ̃(𝑘, 𝜂)

𝜎𝑐
+

(︃
2Π̃2𝑘

𝜎𝑐

)︃
ℎ̃(𝑘, 𝜂). (Д.5)

Подобный выбор магнитного поля с максимальной спиральностью в форму

ле (Д.4) позволяет получить одно дифференциальное уравнение (Д.5) описыва

ющее эффективный обратный каскад для турбулентных максвелловских маг

нитных полей.

Решение уравнения (Д.5) имеет вид (ср. с формулой (8) в работе [104]):

ℎ̃(𝑘, 𝜂) = ℎ̃(0)(𝑘, 𝜂0) exp

(︃
2𝑘

𝜎𝑐

[︂∫︁ 𝜂

𝜂0

Π̃2(𝜂
′)d𝜂′ − 𝑘(𝜂 − 𝜂0)

]︂)︃
. (Д.6)

Обезразмереный спектр плотности спиральности ℎ̃(𝑘, 𝜂) = 𝑎3ℎ(𝑘, 𝜂) можно пе

реписать в компактной форме,

ℎ̃(𝑘, 𝜂) ≡ ℎ(𝑘, 𝜂)

𝑇 3
= ℎ̃(0)(𝑘, 𝜂0) exp

[︁
𝐴(𝜂)𝑘 −𝐵(𝜂)𝑘2

]︁
, (Д.7)

где спектр затравочного поля ℎ̃(0)(𝑘, 𝜂0) = ℎ(𝑘, 𝜂0)/𝑇
3
0 соответствует начально

му моменту времени. Кроме того, в формуле (Д.7) были использованы обозна

чения соответствующие выражению (Д.6),

𝐴(𝜂) =
2

𝜎𝑐

∫︁ 𝜂

𝜂0

Π̃2(𝜂
′)𝑑𝜂′, 𝐵(𝜂) =

2

𝜎𝑐
(𝜂 − 𝜂0). (Д.8)
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В пределе идеальной плазмы 𝜎𝑐 → ∞ получаем из уравнения (Д.7), обычный

закон сохранения плотности спиральности dℎ̃/d𝜂 = 0 или ℎ̃ = const с учетом

изменения масштаба в конформных переменных, ℎ(𝜂) = (𝜂0/𝜂)
3ℎ(𝜂0).

Используя связь спектров плотности энергии 𝜌B(𝑘, 𝜂) и максимальной спи

ральности ℎ̃(𝑘, 𝜂) в формуле (Д.4) можно найти соответствующее решение урав

нения Фарадея (2.28), следующее из формулы (Д.6),

�̃�(𝑘, 𝜂) =�̃�0(𝑘, 𝜂0) exp

(︃
𝑘

𝜎𝑐

[︂∫︁ 𝜂

𝜂0

Π̃2(𝜂
′)d𝜂′ − 𝑘(𝜂 − 𝜂0)

]︂)︃

≡ �̃�0(𝑘, 𝜂0) exp

(︂∫︁ 𝜂

𝜂0

[︁
𝛼(𝜂′)𝑘 − 𝑘2𝛽(𝜂′)

]︁
d𝜂′
)︂
, (Д.9)

где �̃�0(𝑘, 𝜂0) =
√︁
𝑘ℎ̃(𝑘, 𝜂0) – затравочное магнитное поле.

Заметим, что в случае реликтовых нейтрино, приводящих к генерации кос

мических магнитных полей, знак нейтринной асимметрии неизвестен. Таким

образом, требуя положительности Π̃2 > 0 для динамо усиления поля в фор

муле (Д.9), необходимо положить 𝛼 = |𝛼|, и следовательно, изменить знак у

отрицательного коэффициента 𝐹 в формуле (2.14) (см. рис. 2.2). Таким обра

зом нужно использовать |𝐹 | и |𝜉𝜈𝑒 − 𝜉𝜈𝜇 − 𝜉𝜈𝜏 | в выражении (2.67).
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Приложение Е

Вклад турбулентности в кинетические

уравнения для спектров

В этом приложении выводятся кинетические уравнения для ℰB и ℋB, ис

пользуемые в разд. 2.5 и демонстрируется их отличие от аналогичных уравне

ний использованных в работах [181,201].

Начнем с вывода уравнения для ℋB. Пренебрежем вкладом КМЭ в эволю

цию магнитного поля. Тогда уравнение Фарадея (2.28) принимает вид,

𝜕𝑡B = ∇× (v ×B) + 𝜂𝑚∇2B. (Е.1)

Используя представление Фурье для скорости v = 𝜏𝑑(J×B)/(𝑃 + 𝜌) в форму

ле (2.30), находим уравнение эволюции для магнитного поля,

𝜕𝑡𝐵𝑖(k, 𝑡) + 𝜂𝑚𝑘
2𝐵𝑖(k, 𝑡) = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑘𝑗

𝜏𝑑
𝑃 + 𝜌

∫︁
d3𝑝

(2𝜋)3

∫︁
d3𝑞

(2𝜋)3
𝑞𝑟𝐵𝑠(q)

× [𝜀𝑘𝑟𝑠𝐵𝑛(p− q)𝐵𝑛(k− p)− 𝜀𝑟𝑠𝑚𝐵𝑘(k− p)𝐵𝑚(p− q)] . (Е.2)

Что совпадает с аналогичным результатом в статье [181], за исключением про

пущенного там множителя (𝑃 + 𝜌)−1.

Далее используем уравнение эволюции для векторного потенциала 𝜕𝑡A =

(v × B) − 𝜂𝑚J, где J = (∇ × B) - электрический ток в МГД, которое можно

переписать в представлении Фурье,

𝜕𝑡𝐴𝑖(−k, 𝑡) + 𝜂𝑚𝑘
2𝐴𝑖(−k, 𝑡) =𝜀𝑖𝑘𝑙𝜀𝑘𝑚𝑡𝜀𝑚𝑠𝑡

𝜏𝑑
𝑃 + 𝜌

∫︁
d3𝑝

(2𝜋)3

∫︁
d3𝑞

(2𝜋)3
(−i𝑞𝑠)

×𝐵𝑡(q, 𝑡)𝐵𝑛(p, 𝑡)𝐵𝑙(−k− p− q). (Е.3)

В уравнении (Е.3) изменен знак импульса k → −k в аргументе 𝐴𝑖, для того

чтобы использовать двухточечный коррелятор

⟨𝐵𝑖(k, 𝑡)𝐵𝑗(p, 𝑡)⟩ =
(2𝜋)3

2
𝛿(3)(k+ p)

[︁
(𝛿𝑖𝑗 − 𝑘𝑖𝑘𝑗)𝑆(𝑘, 𝑡) + i𝜀𝑖𝑗𝑘𝑘𝑘𝐴(𝑘, 𝑡)

]︁
, (Е.4)
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в уравнении Фарадея (Е.2), умноженном на потенциал 𝐴𝑖(−k, 𝑡), а затем про

суммированном с уравнением (Е.3), умноженным на магнитное поле 𝐵𝑖(k, 𝑡). В

формуле (Е.4) формфакторы 𝑆(𝑘, 𝑡) и 𝐴(𝑘, 𝑡) связаны со спектрами

ℰB(𝑘, 𝑡) = 𝑘2
𝑆(𝑘, 𝑡)

(2𝜋)2
, ℋB(𝑘, 𝑡) = 𝑘

𝐴(𝑘, 𝑡)

2𝜋2
, (Е.5)

удовлетворяющими кинетическим уравнениям (2.31) и (2.32).

Используя уравнение Максвелла, справедливое для любого выбора пред

ставления Фурье 𝑘2𝐴𝑖(k, 𝑡) = 𝐽𝑖(k, 𝑡) и пренебрегая производной 𝜕2𝑡𝐴𝑖 = 0, как

это обычно делается в МГД, а также выбирая представление Фурье, аналогично

статье [181],

𝐵𝑗(x, 𝑡) =

∫︁
d3𝑞

(2𝜋)3
𝑒−iqx𝐵𝑗(q, 𝑡), (Е.6)

получаем для усредненной суммы бинарных произведений

⟨𝐵𝑖(k)[𝜕𝑡𝐴𝑖(−k) + 𝜂𝑚𝑘
2]𝐴𝑖(−k)⟩+ ⟨𝐴𝑖(−k)[𝜕𝑡𝐵𝑖(k) + 𝜂𝑚𝑘

2𝐵𝑖(k)]⟩ (Е.7)

уравнение эволюции,

(2𝜋)5𝛿(3)(0)

2𝑘2
[︀
𝜕𝑡 + 2𝜂𝑚𝑘

2
]︀
ℋB(𝑘, 𝑡) = 𝐼1 + 𝐼2, (Е.8)

где используется формула (Е.5). Интегралы 𝐼1,2 в уравнении (Е.8), которые

имеют вид,

𝐼1 =𝜀𝑖𝑘𝑙𝜀𝑘𝑚𝑛𝜀𝑚𝑠𝑡
𝜏𝑑

𝑃 + 𝜌

∫︁
d3𝑝

(2𝜋)3

∫︁
d3𝑞

(2𝜋)3
(−i𝑞𝑠) (Е.9)

× ⟨𝐵𝑡(q)𝐵𝑛(p)𝐵𝑙(−k− p− q)𝐵𝑖(k)⟩

=
(2𝜋)5𝛿(3)(0)

2𝑘2

[︃
− 2𝜏𝑑�̇�B(𝑡)

3(𝑃 + 𝜌)𝜂𝑚
ℰB(𝑘, 𝑡)−

4

3

𝜏𝑑
(𝑃 + 𝜌)

𝐸B(𝑡)𝑘
2ℋB(𝑘, 𝑡)

]︃
,

𝐼2 =𝜀𝑖𝑘𝑙𝜀𝑖𝑞𝑔𝑘𝑗𝑘𝑞
𝜏𝑑

𝑃 + 𝜌

∫︁
d3𝑝

(2𝜋)3

∫︁
d3𝑞

(2𝜋)3
(i𝑞𝑟) (Е.10)

×
[︀
⟨𝐵𝑠(q)𝜀𝑘𝑟𝑠𝐵𝑛(p− q)𝐵𝑛(k− p)𝐵𝑔(−k)⟩

− ⟨𝐵𝑠(q)𝜀𝑟𝑠𝑚𝐵𝑘(k− p)𝐵𝑚(p− q)𝐵𝑔(−k)⟩
]︀

=
(2𝜋)5𝛿(3)(0)

2𝑘2

[︃
− 2𝜏𝑑�̇�B(𝑡)

3(𝑃 + 𝜌)𝜂𝑚
ℰB(𝑘, 𝑡)−

4

3

𝜏𝑑
(𝑃 + 𝜌)

𝐸B(𝑡)𝑘
2ℋB(𝑘, 𝑡)

]︃
,
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являются результатом умножения уравнения (Е.3) на 𝐵𝑖(k) и выражения (Е.2)

на 𝐴𝑖(−k) = i𝜀𝑖𝑞𝑔𝑘𝑞𝐵𝑔(−k)/𝑘2, соответственно, при использовании четырехто

чечного коррелятора

⟨𝐵𝑖(k)𝐵𝑗(p)𝐵𝑘(q)𝐵𝑙(s)⟩ = ⟨𝐵𝑖(k)𝐵𝑗(p)⟩⟨𝐵𝑘(q)𝐵𝑙(s)⟩

+ ⟨𝐵𝑖(k)𝐵𝑘(q)⟩⟨𝐵𝑗(p)𝐵𝑙(s)⟩+ ⟨𝐵𝑖(k)𝐵𝑙(s)⟩⟨𝐵𝑗(p)𝐵𝑘(q)⟩, (Е.11)

аналогично работам [181, 194]. В формулах (Е.9) и (Е.10), 𝐸B(𝑡) – плотность

магнитной энергии, определенная в соотношении (2.35).

Интересно отметить, что 𝐼1 = 𝐼2. В конечном итоге из уравнения (Е.8)

получаем, [︀
𝜕𝑡 + 2𝜂𝑚𝑘

2
]︀
ℋB(𝑘, 𝑡) =− 4

3

𝜏𝑑
𝜂𝑚(𝑃 + 𝜌)

�̇�B(𝑡)ℰB(𝑘, 𝑡)

− 8

3

𝜏𝑑
𝑃 + 𝜌

𝑘2𝐸B(𝑡)ℋB(𝑘, 𝑡). (Е.12)

Добавляя вклад КМЭ в уравнение (Е.12) и учитывая соотношение �̇�B(𝑡) =

−2𝜂𝑚 ∫∞0 𝑝2d𝑝ℋB(𝑝, 𝑡), известное в МГД, воспроизводим уравнение (2.32),

𝜕ℋB(𝑘, 𝑡)

𝜕𝑡
= −2𝑘2𝜂effℋB(𝑘, 𝑡) + 4𝛼−ℰB(𝑘, 𝑡), (Е.13)

где 𝛼− = 𝛼CME + 𝛼𝑑, 𝛼𝑑(𝑡) = 2𝜏𝑑
∫︀∞
0 d𝑝𝑝2ℋB(𝑝, 𝑡)/3(𝑃 + 𝜌), что соответствует

обозначениям в формуле (2.33). Подчеркнем совпадение знаков турбулентного

слагаемого 𝛼𝑑(𝑡) и аналогичного члена 𝛼B(𝑡) в работах [181,201], 𝛼𝑑(𝑡) = 𝛼B(𝑡) =

−𝜏𝑑�̇�B(𝑡)/[3𝜂𝑚(𝑃 + 𝜌)]. Этот факт приводит к совпадению выведенного здесь

уравнения (Е.13) в случае 𝜇5 = 0 с уравнением (8) в работе [181].

Уравнение (2.31) может быть получено при умножении уравнения (Е.2)

на 𝐵𝑖(k). В этой ситуации расчеты более просты. Ниже приводится подробный

вывод этого кинетического уравнения, чтобы показать, почему вклад турбулент

ного члена 𝛼𝑑, входящего в параметр 𝛼+ в уравнении (2.33), противоположен по

знаку случаю 𝛼− в уравнении (Е.13). Заметим, что параметр 𝛼𝑑(𝑡) = 𝛼B(𝑡) вхо

дит в множитель 𝛼+ с противоположным знаком по сравнению с параметром

𝛼B(𝑡), найденным в работе [181], а также в формулах (37) и (38) в статье [201].
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Умножая уравнение (Е.2) на 𝐵𝑖(k) и используя двухточечный коррелятор

в формуле (Е.4), получим в левой части

1

2
⟨𝐵2(k, 𝑡)⟩+ 𝜂𝑚𝑘

2⟨𝐵2(k, 𝑡)⟩ = (2𝜋)5𝛿(3)(2k)

2𝑘2
[𝜕𝑡ℰB(𝑘, 𝑡) + 2𝜂𝑚𝑘

2ℰB(𝑘, 𝑡)], (Е.14)

где используется соотношение (Е.5). Умножая уравнение (Е.2) с правой сто

роны на 𝐵𝑖(k, 𝑡) и последовательно используя четырехточечный коррелятор в

формуле (Е.11), а также учитывая уравнение (Е.4), получаем двойной интеграл

𝜀𝑖𝑗𝑘𝑘𝑗
𝜏𝑑

𝑃 + 𝜌

∫︁
d3𝑝

(2𝜋)3

∫︁
d3𝑞

(2𝜋)3
𝑞𝑟

× ⟨𝐵𝑠(q)𝐵𝑖(k)[𝜀𝑘𝑟𝑠𝐵𝑛(p− q)𝐵𝑛(k− p)− 𝜀𝑟𝑠𝑚𝐵𝑘(k− p)𝐵𝑚(p− q)]⟩

= 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑘𝑗
𝜏𝑑

4(𝑃 + 𝜌)

∫︁
d3𝑝

∫︁
d3𝑞 𝑞𝑟 (Е.15)

×
[︁
𝜀𝑘𝑟𝑠

(︁
𝛿(3)(q+ k)𝛿(3)(k− q)2𝑆(𝑝, 𝑡)[(𝛿𝑖𝑠 − 𝑘𝑖𝑘𝑠])𝑆(𝑘, 𝑡) + i𝜀𝑖𝑠𝑡𝑘𝑡𝐴(𝑘, 𝑡)] (Е.16)

+ 𝛿(3)(p)𝛿(3)(2k− p)[(𝛿𝑠𝑛 − 𝑞𝑠𝑞𝑛)𝑆(𝑞, 𝑡) + i𝜀𝑠𝑛𝑡𝑞𝑡𝐴(𝑞, 𝑡)] (Е.17)

× [(𝛿𝑖𝑛 − 𝑘𝑖𝑘𝑛)𝑆(𝑘, 𝑡) + i𝜀𝑖𝑛𝑞𝑘𝑞𝐴(𝑘, 𝑡)] + 𝛿(3)(q+ k− p)𝛿(3)(k+ p− q) (Е.18)

× [(𝛿𝑠𝑛 − 𝑞𝑠𝑞𝑛)𝑆(𝑞, 𝑡) + i𝜀𝑠𝑛𝑡𝑞𝑡𝐴(𝑞, 𝑡)]

× [(𝛿𝑖𝑛 − 𝑘𝑖𝑘𝑛)𝑆(𝑘, 𝑡) + i𝜀𝑖𝑛𝑞𝑘𝑞𝐴(𝑘, 𝑡)]
)︁

(Е.19)

− 𝜀𝑟𝑠𝑚

(︁
𝛿(3)(q+ k)𝛿(3)(k− q)[(𝛿𝑖𝑠 − 𝑘𝑖𝑘𝑠])𝑆(𝑘, 𝑡) + i𝜀𝑖𝑠𝑡𝑘𝑡𝐴(𝑘, 𝑡)] (Е.20)

× [(𝛿𝑘𝑚 − 𝑝𝑘𝑝𝑚)𝑆(𝑝, 𝑡) + i𝜀𝑘𝑚𝑞𝑝𝑞𝐴(𝑝, 𝑡)] (Е.21)

+ 𝛿(3)(q+ k− p)𝛿(3)(k+ p− q)[(𝛿𝑠𝑘 − 𝑞𝑠𝑞𝑘)𝑆(𝑞, 𝑡) + i𝜀𝑠𝑘𝑡𝑞𝑡𝐴(𝑞, 𝑡)] (Е.22)

× [(𝛿𝑖𝑚 − 𝑘𝑖𝑘𝑚)𝑆(𝑘, 𝑡) + i𝜀𝑖𝑚𝑞𝑘𝑞𝐴(𝑘, 𝑡)] (Е.23)

+ 𝛿(3)(p)𝛿(3)(2k− p)[(𝛿𝑠𝑚 − 𝑞𝑠𝑞𝑚)𝑆(𝑞, 𝑡) + i𝜀𝑠𝑚𝑡𝑞𝑡𝐴(𝑞, 𝑡)] (Е.24)

× [(𝛿𝑖𝑘 − 𝑘𝑖𝑘𝑘)𝑆(𝑘, 𝑡) + i𝜀𝑖𝑘𝑞𝑘𝑞𝐴(𝑘, 𝑡)]
)︁]︁
. (Е.25)

Перечислим последовательно результаты интегрирования в соотношениях (Е.15)-

(Е.25). Подынтегральное выражение в формуле (Е.16) для слагаемых ∼ 𝛿(3)(q+

k)𝛿(3)(k− q) приводит к

− 2(2𝜋)5𝛿(3)(2k)𝜏𝑑
𝑃 + 𝜌

𝐸B(𝑡)ℰB(𝑘, 𝑡), (Е.26)
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где 𝐸B(𝑡) = (2𝜋)−2
∫︀∞
0 𝑝2𝑆(𝑝, 𝑡)d𝑝 – плотность магнитной энергии в объеме 𝑉 ,

поскольку, используя формулу (Е.5), получаем, что𝐸B(𝑡) = (2𝑉 )−1
∫︀
𝑉 d3𝑥⟨B2⟩ =∫︀∞

0 d𝑘ℰB(𝑘, 𝑡). Интегрирование соотношений (Е.17)-(Е.19) с использованием

𝛿(3)(p)𝛿(3)(2k− p) и 𝛿(3)(q+ k− p)𝛿(3)(k+ p− q) приводит к результату

− (2𝜋)5𝛿(3)(2k)𝜏𝑑
3(𝑃 + 𝜌)

�̇�B(𝑡)

2𝜂𝑚
ℋB(𝑘, 𝑡), (Е.27)

где учтено выражение для производной по времени от плотности магнитной

спиральности, �̇�B(𝑡) = −(2𝜂𝑚/𝑉 )
∫︀
𝑉 d3𝑥⟨(J · B)⟩ = −2𝜂𝑚

∫︀∞
0 d𝑘𝑘2ℋB(𝑘, 𝑡), из

вестное в МГД. Заметим, что соотношения (Е.26) и (Е.27) связаны с суммой

членов в круглых скобках
(︁
. . .
)︁
, которая пропорциональна тензору 𝜀𝑘𝑟𝑠 в вы

ражениях (Е.15)-(Е.25), в то время как из суммы в круглых скобках
(︁
. . .
)︁
,

которая пропорциональна тензору 𝜀𝑟𝑠𝑚, в соотношениях (Е.20) и (Е.21) для

слагаемых ∼ 𝛿(3)(q+ k)𝛿(3)(k− q) получаем,

2(2𝜋)5𝛿(3)(2k)𝜏𝑑
3(𝑃 + 𝜌)

𝐸B(𝑡)ℰB(𝑘, 𝑡), (Е.28)

а также в выражениях (Е.22) и (Е.23) для членов ∼ 𝛿(3)(q+k−p)𝛿(3)(k+p−q),

(2𝜋)5𝛿(3)(2k)𝜏𝑑
6(𝑃 + 𝜌)

�̇�B(𝑡)

2𝜂𝑚
ℋB(𝑘, 𝑡). (Е.29)

Наконец, в соотношениях (Е.24) и (Е.25) для вкладов ∼ 𝛿(3)(p)𝛿(3)(2k − p),

находим
(2𝜋)5𝛿(3)(2k)𝜏𝑑

2(𝑃 + 𝜌)

�̇�B(𝑡)

2𝜂𝑚
ℋB(𝑘, 𝑡). (Е.30)

Суммируя слагаемые в формулах (Е.26) и (Е.28), получим выражение

− 4(2𝜋)5𝛿(3)(2k)𝜏𝑑
3(𝑃 + 𝜌)

𝐸B(𝑡)ℰB(𝑘, 𝑡), (Е.31)

которое совместно с параметром магнитной диффузии 𝜂𝑚 = (𝜎cond)
−1 в урав

нении (Е.14) дает 𝜂eff = 𝜂𝑚 + 4𝐸B(𝑡)𝜏𝑑/3(𝑃 + 𝜌), совпадающий с найденным в

работе [181], за исключением пропущенного множителя (𝑃 + 𝜌) в знаменателе;

ср. формулу (2.33) выше.
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Затем, суммируя соотношения (Е.27), (Е.29) и (Е.30), получаем вклад тур

булентности в уравнение эволюции в виде

(2𝜋)5𝛿(3)(2k)𝜏𝑑
3(𝑃 + 𝜌)

�̇�B(𝑡)

2𝜂𝑚
ℋB(𝑘, 𝑡) =− (2𝜋)5𝛿(3)(2k)𝜏𝑑

3(𝑃 + 𝜌)
ℋB(𝑘, 𝑡)

∫︁ ∞

0

d𝑝𝑝2ℋB(𝑝, 𝑡)

= −(2𝜋)5𝛿(3)(2k)𝛼𝑑ℋB(𝑘, 𝑡)/2, (Е.32)

где 𝛼𝑑 определяется в уравнении (2.33), а также используется соотношение из

МГД, аналогичное выписанному после выражения (Е.27).

Наконец, комбинируя формулы (Е.14), (Е.31) и (Е.32), отделяя множитель

(2𝜋)5𝛿(3)(2k) и умножая обе части на 2𝑘2, воспроизводим уравнение (2.31) для

описания эволюции спектра энергии,

𝜕ℰB(𝑘, 𝑡)
𝜕𝑡

= −2𝑘2𝜂effℰB(𝑘, 𝑡) + 𝛼+𝑘
2ℋB(𝑘, 𝑡), (Е.33)

где множитель 𝛼+ = 𝛼CME − 𝛼𝑑 включает в себя вклад КМЭ 𝛼CME = 2𝛼em𝜇5(𝑡)

× (𝜋𝜎cond)
−1.

Несмотря на совпадение знаков турбулентного слагаемого 𝛼𝑑(𝑡) и анало

гичного вклада 𝛼B(𝑡) в работах [181,201], 𝛼𝑑(𝑡) = 𝛼B(𝑡) = −𝜏𝑑�̇�B(𝑡)/3𝜂𝑚(𝑃 +𝜌),

можно видеть, что их вклады в уравнение эволюции для спектра плотности

энергии ℰB(𝑘, 𝑡) противоположны при сравнении уравнения (Е.33) и, например,

уравнения (7) в работе [181]. Такая разница между полученными результатами

и результатами в работ [181,201], присутствует только в уравнении для ℰB(𝑘, 𝑡),

в то время кинетические уравнения для спектра плотности спиральности сов

падают при 𝜇5 = 0; см. уравнение (Е.13).
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Приложение Ж

Скорости изменения спиральности в

вырожденном кварковом веществе

В этом приложении вычисляется скорость изменения спиральности 𝑢 и 𝑑

кварков при их столкновениях в плотном веществе, а также вывод кинетических

уравнений для киральных дисбалансов.

Как упоминалось в разд. 3.3, кварки обладают эффективными массами в

плотном веществе. Таким образом, спиральность кварков может изменится при

их столкновениях. Можно выделить три типа реакций: (а) рассеяние тожде

ственных кварков, при котором спиральность обеих частиц изменяется; (б) рас

сеяние различных кварковых ароматов, с изменяющейся спиральностью обоих;

и (в) рассеяние различных кварковых ароматов, при котором изменяется спи

ральность только одной частицы. Обсудим последовательно последовательно

все эти случаи. Предполагается, что кварки взаимодействуют посредством об

мена плазмоном.

Рассеяние тождественных кварков В этой группе присутствуют четыре

реакции: 𝑢L𝑢L → 𝑢R𝑢R, 𝑑L𝑑L → 𝑑R𝑑R, 𝑢R𝑢R → 𝑢L𝑢L, и 𝑑R𝑑R → 𝑑L𝑑L. Де

тально будет изучен только процесс 𝑢L(𝑝1) + 𝑢L(𝑝2) → 𝑢R(𝑝
′
1) + 𝑢R(𝑝

′
2), где

𝑝𝜇1,2 = (𝐸1,2,p1,2) и 𝑝′𝜇1,2 =
(︀
𝐸 ′

1,2,p
′
1,2

)︀
– импульсы кварков до и после рассеяния.

В данной реакции число левых частиц уменьшаются на две, а число правых ча

стиц увеличивается на две. Другие реакции в этой группе могут быть изучены

аналогичным образом.

Матричный элемент реакции имеет вид,

ℳ = i𝑒2𝑢

[︂
1

𝑡
�̄�(𝑝′1)𝛾

𝜇𝑢(𝑝1) · �̄�(𝑝′2)𝛾𝜇𝑢(𝑝2)−
1

𝑢
�̄�(𝑝′2)𝛾

𝜇𝑢(𝑝1) · �̄�(𝑝′1)𝛾𝜇𝑢(𝑝2)
]︂
. (Ж.1)

где 𝑡 = (𝑝′1 − 𝑝1)
2 и 𝑢 = (𝑝′2 − 𝑝1)

2 – переменные Мандельштама. Квадрат мат
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ричного элемента в формуле (Ж.1) имеет вид,

|ℳ|2 =𝑒4𝑢
[︂
1

𝑡2
tr (𝜌′2𝛾𝜇𝜌2𝛾𝜈) · tr (𝜌′1𝛾𝜇𝜌1𝛾𝜈) +

1

𝑢2
tr (𝜌′1𝛾𝜇𝜌2𝛾𝜈) · tr (𝜌′2𝛾𝜇𝜌1𝛾𝜈)

− 1

𝑡𝑢
tr (𝜌′2𝛾𝜇𝜌2𝛾𝜈𝜌

′
1𝛾

𝜇𝜌1𝛾
𝜈)− 1

𝑡𝑢
tr (𝜌′1𝛾𝜇𝜌2𝛾𝜈𝜌

′
2𝛾

𝜇𝜌1𝛾
𝜈)

]︂
, (Ж.2)

где матрицы плотности представимы в форме [170],

𝜌1,2 =
1

2
[(𝛾 · 𝑝1,2) +𝑚𝑢]

[︀
1 + 𝛾5 (𝛾 · 𝑎1,2)

]︀
,

𝜌′1,2 =
1

2

[︀(︀
𝛾 · 𝑝′1,2

)︀
+𝑚𝑢

]︀ [︀
1 + 𝛾5

(︀
𝛾 · 𝑎′1,2

)︀]︀
. (Ж.3)

Здесь 𝑚𝑢 – эффективная масса, заданная в соотношении (3.46), а четырехвекто

ры поляризации [68], соответствующие левым и правым частицам, имеют вид,

𝑎𝜇1,2 =
1

𝑚𝑢
(−𝑝1,2,−𝐸1,2n1,2) , 𝑎′𝜇1,2 =

1

𝑚𝑢

(︀
𝑝′1,2, 𝐸

′
1,2n

′
1,2

)︀
, (Ж.4)

где n1,2 и n′
1,2 – единичные векторы вдоль p1,2 и p′

1,2.

Выбрав систему центра масс сталкивающихся кварков и предположив, что

рассеяние является упругим, получаем, что

tr (𝜌′2𝛾𝜇𝜌2𝛾𝜈) · tr (𝜌′1𝛾𝜇𝜌1𝛾𝜈) = 16𝑚4
𝑢 sin

4 𝜃cm
2
,

tr (𝜌′1𝛾𝜇𝜌2𝛾𝜈) · tr (𝜌′2𝛾𝜇𝜌1𝛾𝜈) = 16𝑚4
𝑢 cos

4 𝜃cm
2
,

tr (𝜌′2𝛾𝜇𝜌2𝛾𝜈𝜌
′
1𝛾

𝜇𝜌1𝛾
𝜈) = tr (𝜌′1𝛾𝜇𝜌2𝛾𝜈𝜌

′
2𝛾

𝜇𝜌1𝛾
𝜈) = −4𝑚4

𝑢 sin
2 𝜃cm, (Ж.5)

где 𝜃cm – угол рассеяния, т.е. угол между p1 и p′
1 в системе центра масс. В той

же самой системе отсчета находим, что

𝑡 = −2𝐸2
cm (1− cos 𝜃cm) , 𝑢 = −2𝐸2

cm (1 + cos 𝜃cm) , (Ж.6)

где 𝐸cm – энергия сталкивающихся кварков в системе центра масс. В форму

ле (Ж.6) также предполагается, что рассеяние является упругим. Можно выра

зить 𝐸cm через величины в лабораторной системе, в которой звезда находится в

состоянии покоя. В этой системе находим, что 𝐸2
cm ≈ {𝑚2

𝑢+𝐸1𝐸2[1−(n1·n2)]}/2.
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Поскольку соответствующая вероятность будет изучаться в низшем порядке по

эффективной массе, а следы в формуле (Ж.5) пропорциональны 𝑚4
𝑢, можно

пренебречь 𝑚𝑢 в соотношении (Ж.6), а также и в последующих расчетах.

Наконец, формула (Ж.2) принимает вид,

|ℳ|2 = 16𝑚4
𝑢𝑒

4
𝑢

{𝑚2
𝑢 + 𝐸1𝐸2 [1− (n1 · n2)]}2

. (Ж.7)

Полная вероятность процесса представима в форме [170],

𝑊 =
𝑉

64(2𝜋)8

∫︁
d3𝑝1d

3𝑝2d
3𝑝′1d

3𝑝′2
𝐸1𝐸2𝐸 ′

1𝐸
′
2

𝛿4 (𝑝1 + 𝑝2 − 𝑝′1 − 𝑝′2) |ℳ|2

× 𝑓 (𝐸1 − 𝜇𝑢L) 𝑓 (𝐸2 − 𝜇𝑢L) [1− 𝑓 (𝐸 ′
1 − 𝜇𝑢R)] [1− 𝑓 (𝐸 ′

2 − 𝜇𝑢R)] , (Ж.8)

где 𝑓(𝐸) = [exp (𝛽𝐸) + 1]−1 – распределение Ферми-Дирака для кварков, 𝛽 =

1/𝑇 – обратная температура, 𝜇L,R – химические потенциалы левых и правых

кварков, а |ℳ|2 приведено в соотношении (Ж.7). Здесь предполагается, что

кварки вырождены, т.е. 𝑓(𝐸−𝜇) = Θ(𝜇−𝐸), где Θ(𝑧) – ступенчатая функция

Хевисайда. В знаменателе формулы (Ж.8) учтен дополнительный множитель

4 = 2! × 2! из-за наличия тождественных частиц в начальном и конечном со

стояниях. Прямой расчет интегралов по фазовому объему в выражении (Ж.8)

с учетом |ℳ|2 в формуле (Ж.7) дает

𝑊 (𝑢L𝑢L → 𝑢R𝑢R) =
𝑒4𝑢𝑚

2
𝑢𝜇𝑢𝑉

8𝜋5
(𝜇𝑢L − 𝜇𝑢R)Θ (𝜇𝑢L − 𝜇𝑢R) . (Ж.9)

Аналогично можно вычислить вероятности других реакций в данной группе.

Кинетические уравнения для эволюции полного числа левых и правых 𝑢

кварков 𝑁𝑢L,R имеют форму,

d𝑁𝑢L

d𝑡
= −2𝑊 (𝑢L𝑢L → 𝑢R𝑢R) + 2𝑊 (𝑢R𝑢R → 𝑢L𝑢L),

d𝑁𝑢R

d𝑡
= +2𝑊 (𝑢L𝑢L → 𝑢R𝑢R)− 2𝑊 (𝑢R𝑢R → 𝑢L𝑢L), (Ж.10)

С учетом формулы (Ж.9) и аналогичного выражения для 𝑑 кварков, получаем

эволюцию киральных дисбалансов 𝜇5(𝑢,𝑑) =
(︀
𝜇(𝑢,𝑑)R − 𝜇(𝑢,𝑑)L

)︀
/2 в виде,

�̇�5(𝑢,𝑑) = −Γ𝑢,𝑑𝜇5(𝑢,𝑑), Γ𝑢,𝑑 =
𝑒4𝑢,𝑑
𝜋3

𝑚2
𝑢,𝑑

𝜇𝑢,𝑑
. (Ж.11)
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В уравнении (Ж.11) учтено соотношение между концентрациями 𝑛L,R = 𝑁L,R/𝑉

и химическими потенциалами левых и правых кварков,

𝑛L,R =

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3
1

exp [𝛽 (𝑝− 𝜇L,R)] + 1
≈
𝜇3L,R
6𝜋2

, (Ж.12)

где предполагается, что безмассовые кварки имеют только одну поляризацию. В

частности, получаем из уравнения (Ж.12), что d(𝑛(𝑢,𝑑)R−𝑛(𝑢,𝑑)L)/d𝑡 ≈ �̇�5(𝑢,𝑑)𝜇
2
𝑢,𝑑

× 𝜋−2.

Рассеяние различных кварков: обе частицы меняют спиральность В

данной группе также представлены четыре реакции: 𝑢L𝑑L → 𝑢R𝑑R, 𝑢R𝑑R →

𝑢L𝑑L, 𝑢L𝑑R → 𝑢R𝑑L, и 𝑢R𝑑L → 𝑢L𝑑R. Изучим сначала следующий процесс:

𝑢L(𝑝1) + 𝑑L(𝑝2) → 𝑢R(𝑝
′
1) + 𝑑R(𝑝

′
2). Матричный элемент имеет вид,

ℳ = i𝑒𝑢𝑒𝑑
�̄�(𝑝′1)𝛾

𝜇𝑢(𝑝1) · 𝑑(𝑝′2)𝛾𝜇𝑑(𝑝2)
(𝑝′1 − 𝑝1)

2 . (Ж.13)

Вместо использования формул (Ж.3) и (Ж.4) для вычисления |ℳ|2, можно вос

пользоваться решениями уравнения Дирака, соответствующими левым и пра

вым частицам,

𝑢L(𝑝1) =
√︀
𝐸1 + 𝑝1

⎛⎝ − 𝑚𝑢

𝐸1+𝑝1
𝑤−(p1)

𝑤−(p1)

⎞⎠ ,

𝑢R(𝑝
′
1) =

√︀
𝐸 ′

1 + 𝑝′1

⎛⎝ 𝑤+(p
′
1)

− 𝑚𝑢

𝐸′
1+𝑝′1

𝑤+(p
′
1)

⎞⎠ (Ж.14)

где 𝑤±(p) – спиральные амплитуды, явный вид которых можно найти в рабо

те [170]. Спиноры в формуле (Ж.14) нормированы следующим образом: �̄�𝑢 =

2𝑚𝑢. Аналогичные спиноры могут быть выписаны и для 𝑑 кварков. Прямой

расчет |ℳ|2 с помощью соотношения (Ж.14) дает

|ℳ|2 = 𝑒2𝑢𝑒
2
𝑑𝑚

2
𝑢𝑚

2
𝑑

16𝐸1𝐸2𝐸 ′
1𝐸

′
2

(𝐸 ′
1 + 𝑝′1 + 𝐸1 + 𝑝1)

2 (𝐸 ′
2 + 𝑝′2 + 𝐸2 + 𝑝2)

2

(𝐸 ′
1 + 𝑝′1) (𝐸1 + 𝑝1) (𝐸 ′

2 + 𝑝′2) (𝐸2 + 𝑝2)
, (Ж.15)

где сохраняется главный член по эффективным массам кварков и принимается

приближение упругого рассеяния.
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Аналогично формуле (Ж.8) получается полная вероятность реакции 𝑢L𝑑L →

𝑢R𝑑R в виде,

𝑊 =
𝑉

16(2𝜋)8

∫︁
d3𝑝1d

3𝑝2d
3𝑝′1d

3𝑝′2
𝐸1𝐸2𝐸 ′

1𝐸
′
2

𝛿4 (𝑝1 + 𝑝2 − 𝑝′1 − 𝑝′2) |ℳ|2

×Θ(𝜇𝑢L − 𝐸1)Θ (𝜇𝑑L − 𝐸2)Θ (𝐸 ′
1 − 𝜇𝑢R)Θ (𝐸 ′

2 − 𝜇𝑑R) . (Ж.16)

После вычисления интегралов по импульсам кварков в формуле (Ж.16), нахо

дим

𝑊 (𝑢L𝑑L → 𝑢R𝑑R) =𝑊0 (𝜇𝑢L + 𝜇𝑑L − 𝜇𝑢R − 𝜇𝑑R)

×Θ(𝜇𝑢L + 𝜇𝑑L − 𝜇𝑢R − 𝜇𝑑R) , (Ж.17)

где 𝑊0 ∼ 𝑒2𝑢𝑒
2
𝑑𝑚

2
𝑢𝑚

2
𝑑𝑉/

√
𝜇𝑢𝜇𝑑. Сравнение величины 𝑊 (𝑢L𝑑L → 𝑢R𝑑R), напри

мер, с 𝑊 (𝑢L𝑢L → 𝑢R𝑢R) в соотношении (Ж.9), дает, что 𝑊 (𝑢L𝑑L → 𝑢R𝑑R) ≪

𝑊 (𝑢L𝑢L → 𝑢R𝑢R), поскольку 𝑚2
𝑢,𝑑 ∼ 𝛼em𝜇

2
𝑢,𝑑 ≪ 𝜇2𝑢,𝑑 (см. формулу (3.46) и рабо

ту [231]). Это означает, что вклад реакций в рассматриваемой группе в скорость

изменения спиральности оказывается незначительным.

Рассеяние 𝑢𝑑 кварков: только одна частица меняет спиральность Име

ется восемь типов реакций, 𝑢L𝑑L,R → 𝑢R𝑑L,R, 𝑢R𝑑L,R → 𝑢L𝑑L,R, 𝑑L𝑢L,R → 𝑑R𝑢L,R,

и 𝑑R𝑢L,R → 𝑑L𝑢L,R, принадлежащих к этой группе. Изучим сначала процесс

𝑢L(𝑝1) + 𝑑L(𝑝2) → 𝑢R(𝑝
′
1) + 𝑑L(𝑝

′
2). Матричный элемент этой реакции предста

вим в форме,

ℳ = i𝑒𝑢𝑒𝑑
�̄�(𝑝′1)𝛾

𝜇𝑢(𝑝1) · 𝑑(𝑝′2)𝛾𝜇𝑑(𝑝2)
(𝑝′1 − 𝑝1)

2 . (Ж.18)

вычисление |ℳ|2 может быть выполнено с помощью формулы (Ж.14). Приве

дем только конечный результат,

|ℳ|2 = 𝑚2
𝑢𝑒

2
𝑢𝑒

2
𝑑

𝐸2𝐸
′
2

𝐸2
1𝐸

′2
1

[1 + (n2 · n′
2)]

[1− (n1 · n′
1)]
, (Ж.19)

где, как обычно, предполагается, что кварки являются ультрарелятивистскими,

а рассеяние упругим.
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Полная вероятность процесса 𝑢L𝑑L → 𝑢R𝑑L имеет вид,

𝑊 =
𝑉

16(2𝜋)8

∫︁
d3𝑝1d

3𝑝2d
3𝑝′1d

3𝑝′2
𝐸1𝐸2𝐸 ′

1𝐸
′
2

𝛿4 (𝑝1 + 𝑝2 − 𝑝′1 − 𝑝′2) |ℳ|2

×Θ(𝜇𝑢L − 𝐸1)Θ (𝐸 ′
1 − 𝜇𝑢R) 𝑓 (𝐸2 − 𝜇𝑑L) [1− 𝑓 (𝐸 ′

2 − 𝜇𝑑L)] , (Ж.20)

где |ℳ|2 определено в формуле (Ж.19). Заметим, что в соотношении (Ж.20)

начальная и конечная функции распределения 𝑑 кварков не заменяются сту

пенчатыми функциями, поскольку спиральность 𝑑 кварка не изменяется. Инте

грирование по импульсам частиц может быть сделано так же, как в работе [68].

Приведем здесь только конечный результат,

𝑊 (𝑢L𝑑L → 𝑢R𝑑L) =
𝑒2𝑢𝑒

2
𝑑

16𝜋5
𝑉 𝜇3𝑑L

𝑇

𝜔𝑝

(︂
𝑚𝑢

𝜇𝑢

)︂2

(𝜇𝑢L − 𝜇𝑢R)Θ (𝜇𝑢L − 𝜇𝑢R) . (Ж.21)

Отметим, что при выводе соотношения (Ж.21) приходится устранять инфра

красную расходимость. Для этой цели введем плазменную частоту,

𝜔𝑝 =
1√
3𝜋

√︁
𝑒2𝑢𝜇

2
𝑢 + 𝑒2𝑑𝜇

2
𝑑 = 3.04× 10−2𝜇0, (Ж.22)

в вырожденном веществе, состоящем из 𝑢𝑑 кварков [189]. Сравнивая форму

лу (Ж.21) с соотношением (Ж.9) можно видеть, что 𝑊 (𝑢L𝑑L → 𝑢R𝑑L) ≪

𝑊 (𝑢L𝑢L → 𝑢R𝑢R), поскольку 𝑇 ≪ 𝜔𝑝 в вырожденном веществе. Вот почему

реакции в этой группе также могут не учитываться.

В конце данного Приложения отметим, что влияние электрослабого вза

имодействия кварков на изменение спиральности при столкновениях кварков

не изучается. Вклад электрослабого взаимодействия в вероятность рассеяния

электронов на протонах изучался в работах [67, 68], где было найдено, что 𝑉5

не входит в аналог уравнения (Ж.11) для эволюции кирального дисбаланса 𝜇5.
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Приложение З

Расчет времени увлечения в вырожденном

кварковом веществе

В этом приложении рассчитывается время увлечения 𝜏D, введенное в раз

деле 3.5 (см. также разд. 2.4) за счет кулоновских столкновений кварков. В плаз

ме состоящей из 𝑢 и 𝑑 кварков, существует три типа столкновений: 𝑢𝑑 → 𝑢𝑑,

𝑢𝑢 → 𝑢𝑢 и 𝑑𝑑 → 𝑑𝑑. Рассмотрим сначала реакцию 𝑢𝑑 → 𝑢𝑑, матричный эле

мент которой имеет форму,

ℳ𝑢𝑑 =
i𝑒𝑢𝑒𝑑
𝑡
�̄�(𝑝′1)𝛾

𝜇𝑢(𝑝1) · 𝑑(𝑝′2)𝛾𝜇𝑑(𝑝2), (З.1)

где 𝑡 = (𝑝′1− 𝑝1)
2 – переменная Мандельштама, а 𝑢(𝑝) и 𝑑(𝑝) – биспиноры 𝑢 и 𝑑

кварков, соответствующие начальным 𝑝1,2 и конечным 𝑝′1,2 импульсам. Квадрат

матричного элемента принимает вид:

|ℳ𝑢𝑑|2 =
𝑒2𝑢𝑒

2
𝑑

𝑡2
tr (𝜌′2𝛾𝜇𝜌2𝛾𝜈) · tr (𝜌′1𝛾𝜇𝜌1𝛾𝜈) , (З.2)

где

𝜌1,2 =
1

2
𝛾𝜇𝑝

𝜇
1,2

(︀
1− 𝜒1,2𝛾

5
)︀
, 𝜌′1,2 =

1

2
𝛾𝜇𝑝

′𝜇
1,2, (З.3)

являются спиновыми матрицами плотности для начального и конечного состо

яний кварков [170]. Здесь 𝜒 = ±1 – спиральность начальных кварков (𝜒 = +1

для правых кварков и 𝜒 = −1 для левых частиц). В формуле (З.3) подразуме

ваются неполяризованные конечные состояния. Используя соотношение (З.3),

можно преобразовать формулу (З.2) к виду,

|ℳ𝑢𝑑|2 =
𝑒2𝑢𝑒

2
𝑑

2𝑡2
[︀
𝑠2 + 𝑢2 + 𝜒1𝜒2

(︀
𝑠2 − 𝑢2

)︀]︀
, (З.4)

где 𝑠 = (𝑝1 + 𝑝2)
2 и 𝑢 = (𝑝1 − 𝑝′2)

2 являются переменными Мандельштама.

Полная вероятность 𝑢𝑑-рассеяния в единицу времени равна

𝑊𝑢𝑑 = 2 (𝑊+ +𝑊−) , 𝑊+ =
𝑉 𝑒2𝑢𝑒

2
𝑑

4(2𝜋)8

⟨
𝑠2

𝑡2

⟩
, 𝑊− =

𝑉 𝑒2𝑢𝑒
2
𝑑

4(2𝜋)8

⟨
𝑢2

𝑡2

⟩
, (З.5)
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где 𝑉 – нормировочный объем, а усреднение переменной 𝑋 = 𝑋(𝑝1, . . . , 𝑝
′
2)

определяется как

⟨𝑋⟩ =
∫︁

d3𝑝1d
3𝑝2d

3𝑝′1d
3𝑝′2

𝐸1𝐸2𝐸 ′
1𝐸

′
2

𝑋𝛿4(𝑝1 + 𝑝2 − 𝑝′1 − 𝑝′2)

× 𝑓(𝐸1 − 𝜇𝑢) [1− 𝑓(𝐸 ′
1 − 𝜇𝑢)] 𝑓(𝐸2 − 𝜇𝑑) [1− 𝑓(𝐸 ′

2 − 𝜇𝑑)] . (З.6)

Здесь 𝐸 = |p| – энергия безмассового кварка. Заметим, что 𝑊± в формуле (З.5)

соответствуют 𝜒1𝜒2 = ±1 в соотношении (З.4). В выражении (З.4), учитывают

ся все возможные начальные спиральности и вычисляется сумма по поляриза

циям конечных кварков.

Сначала вычислим
⟨︀
𝑠2/𝑡2

⟩︀
. После интегрирование по p′

2 с помощью дельта

функции учитывающей закон сохранения импульса, формула (З.6) принимает

вид,⟨
𝑠2

𝑡2

⟩
=

∫︁
d3𝑝1d

3𝑝′1d
3𝑝2

𝐸1𝐸2𝐸 ′
1𝐸

′
2

[𝐸1𝐸2 − (p1 · p2)]
2

[𝐸1𝐸 ′
1 − (p1 · p′

1)]
2𝛿(𝐸1 + 𝐸2 − 𝐸 ′

1 − 𝐸 ′
2)

× 𝑓(𝐸1 − 𝜇𝑢) [1− 𝑓(𝐸 ′
1 − 𝜇𝑢)] 𝑓(𝐸2 − 𝜇𝑑) [1− 𝑓(𝐸 ′

2 − 𝜇𝑑)] , (З.7)

где 𝐸 ′
2 = |q − p2| и q = p′

1 − p1. Затем представим d3𝑝2 = 𝐸2
2d𝐸2d cos 𝜃d𝜙 в

выражении (З.7) и выберем относительное расположение импульсов показанное

на рис. З.1. В этом случае (p1 · p2) = 𝐸1𝐸2(cos 𝜃 cos 𝜃1 + sin 𝜃 sin 𝜃1 cos𝜙) и

𝛿(𝐸1 + 𝐸2 − 𝐸 ′
1 − 𝐸 ′

2) =
𝐸 ′

2

𝑞𝐸2
𝛿(cos 𝜃 − cos 𝜃0),

cos 𝜃0 ≈ cos 𝜃1 +
𝑞

2𝐸2
sin2 𝜃1

(︂
1 +

𝐸2

𝐸1

)︂
. (З.8)

Кроме того, принимая во внимание, что кварковое вещество сильно вырождено,

находим, что 𝑓(𝐸1,2−𝜇𝑢,𝑑)
[︀
1− 𝑓(𝐸 ′

1,2 − 𝜇𝑢,𝑑)
]︀
≈ 𝑇𝛿(𝐸1,2−𝜇𝑢,𝑑). Наконец, после

интегрирования по p′
2, выражение (З.7) преобразуется в⟨

𝑠2

𝑡2

⟩
=6𝜋𝑇 2𝜇2𝑑

∫︁
d3𝑝1d

3𝑝′1
sin4 𝜃1𝛿(𝐸1 − 𝜇𝑢)

𝑞 [𝐸1𝐸 ′
1 − (p1 · p′

1)]
2 . (З.9)

Формула (З.9) может быть дополнительно упрощена, если заменить перемен

ную интегрирования p′
1 → q = p′

1 − p1 и заметить, что 𝐸1𝐸
′
1 − (p1 · p′

1) ≈
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Рис. З.1. Относительное расположение импульсов при интегрировании по p1 и p2.

(𝑞2/2) sin2 𝜃1. После этого получаем, что⟨
𝑠2

𝑡2

⟩
= 192𝜋3𝑇 2𝜇2𝑑𝜇

2
𝑢

∫︁ ∞

0

d𝑞(︀
𝑞2 + 𝜔2

𝑝

)︀3/2 = 192𝜋3𝜇2𝑑𝜇
2
𝑢

𝑇 2

𝜔2
𝑝

, (З.10)

где введена плазменная частота в вырожденном 𝑢𝑑 веществе [69,189],

𝜔𝑝 =
1√
3𝜋

√︁
𝑒2𝑢𝜇

2
𝑢 + 𝑒2𝑑𝜇

2
𝑑, (З.11)

чтобы избежать появления инфракрасной расходимости в формуле (З.10).

Аналогично можно вычислить 𝑊−. Прямой расчет показывает что 𝑊− =

𝑊+. Таким образом, полная вероятность 𝑢𝑑 рассеяния в представима виде,

𝑊𝑢𝑑 =
9𝑉

4𝜋3
𝑒2𝑢𝑒

2
𝑑𝜇

2
𝑑𝜇

2
𝑢

𝑒2𝑢𝜇
2
𝑢 + 𝑒2𝑑𝜇

2
𝑑

, (З.12)

где были использованы выражения (З.5), (З.10) и (З.11).

Теперь рассмотрим рассеяние одинаковых кварков, например 𝑢𝑢 → 𝑢𝑢

реакцию. Матричный элемент этого процесса имеет вид,

ℳ𝑢𝑢 =i𝑒2𝑢

[︂
1

𝑡
�̄�(𝑝′1)𝛾

𝜇𝑢(𝑝1) · �̄�(𝑝′2)𝛾𝜇𝑢(𝑝2)

− 1

𝑢
�̄�(𝑝′2)𝛾

𝜇𝑢(𝑝1) · �̄�(𝑝′1)𝛾𝜇𝑢(𝑝2)
]︂
. (З.13)

Квадрат матричного элемента (З.13) принимает форму [170],

|ℳ𝑢𝑢|2 =
𝑒4𝑢
2

[︂
𝑠2 + 𝑢2

𝑡2
+
𝑠2 + 𝑡2

𝑢2
+ 𝜒1𝜒2

(︂
𝑠2 − 𝑢2

𝑡2
+
𝑠2 − 𝑡2

𝑢2

)︂]︂
. (З.14)
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Выполняя аналогичные вычисления, как в 𝑢𝑑 случае и используя формулу (З.14),

получаем полную вероятность реакции 𝑢𝑢→ 𝑢𝑢 в виде,

𝑊𝑢𝑢 =
9𝑉

2𝜋3
𝑒4𝑢𝜇

4
𝑢

𝑒2𝑢𝜇
2
𝑢 + 𝑒2𝑑𝜇

2
𝑑

{︃
1 +

2

3

𝜔2
𝑝

𝜇2𝑢

[︃
ln

(︃
𝜇𝑢√
2𝜔𝑝

)︃
+ 1

]︃}︃
. (З.15)

Выражение для полной вероятности рассеяния 𝑑𝑑 → 𝑑𝑑 𝑊𝑑𝑑 можно получить

на основе формулы (З.15) заменяя 𝑒𝑢 → 𝑒𝑑 и 𝜇𝑢 → 𝜇𝑑.

Определим время увлечения

𝜏D =
𝑁𝑢

𝑊𝑢𝑢
+

𝑁𝑑

𝑊𝑑𝑑
+

√
𝑁𝑢𝑁𝑑

𝑊𝑢𝑑
, (З.16)

где 𝑁𝑢,𝑑 = 𝑛𝑢,𝑑𝑉 – полные числа заполнения 𝑢 и 𝑑 кварков, а 𝑛𝑢,𝑑 – соответству

ющие концентрации. С помощью формул (З.12) и (З.15) получаем следующее

выражение для 𝜏D:

𝜏D =
4𝜋

27𝑇 2

(︀
𝑒2𝑢𝜇

2
𝑢 + 𝑒2𝑑𝜇

2
𝑑

)︀(︂ 2

𝑒4𝑢𝜇𝑢
+

2

𝑒4𝑑𝜇𝑑
+

2

𝑒2𝑢𝑒
2
𝑑

√
𝜇𝑢𝜇𝑑

)︂
, (З.17)

где удерживается только главный член. Наконец, исходя из значений 𝑒𝑞 и 𝜇𝑞 в

разделе 3.5, получаем 𝜏D в виде

𝜏D = 2.5
𝜇0

𝛼em𝑇 2
, (З.18)

которое используется в разд. 3.5. Если исследовать КЗ, значение 𝜏D будет при

мерно в 1.2 раза больше, чем в формуле (З.18). Необходимо отметить, что зави

симость 𝜏D в соотношении (З.18) от 𝛼em и 𝑇 совпадает с найденной в работе [230],

где изучались столкновения электронов с протонами в вырожденном веществе.
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